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一 -一 一 多 一 
基本 概念 


在 初等 数学 中 , 我 们 已 经 学 过 一 些 代数 方程 (如 多 元 双全 
一 次 联 立 方程 ), 并 且 用 它们 解决 了 一 些 有 趣 的 应 用 问题 , 使 
我 们 初步 体会 到 方程 论 (主要 是 设 未 知 量 、 列 方程 和 求解 方程 
的 方法 ) 对 于 解决 实际 问题 的 重要 性 . 

在 解析 几何 与 微 积 分 中 ， 我 们 又 融 到 一 类 不 同 的 方程 
一 一 方程 的 个 数 少 于 未 知 量 的 个 数 ， 也 就 是 通常 所 说 的 函数 
方程 . 例如 ， 


1) w+ 一 1 
'《 设 2 古 自 变量 , 则 gy(z) 是 未 知 函 数 ); 
2) Z 十 4 十 2 一 0，243 十 她 十 如 一 工 
( 设 z 是 自 变量 , 则 2=z(2) 和 29(2) 
”是 两 个 末 知 函数 ); 
$8) ~ WI — exp [aretg 蔚 ] 


( 没 z 是 自 变 基 , 则 y=y(%) 是 未 知 国 数 ) 
等 等 . 
这 类 函数 方程 与 开头 所 说 的 代数 方程 相 比 ， 在 概念 上 进 
了 一 步 一 一 确定 自 恋 量 与 因 变量 之 间 的 函数 关系 。 利 用 这 类 
方程 ,可 以 解决 一 类 新 的 问题 , 例如 某 些 轨迹 问题 种 极 值 问题 
本 书 将 要 讲述 的 方程 与 刚才 说 的 那 种 冰 数 方程 又 不 一 
样 ,它们 除了 自 变 量 和 未 知 函 数 外 ,还 包含 了 未 知 通 数 的 导数 


rr 1 Mr 


( 即 微 商 )、 例 如 , 


1) zy 型 =0 
(2 是 自 变量 , y=y(z) 是 未 知 丁 数 ， 错 是 
未 知 函数 对 «的 导数 ) 
2) 他 5 tr + (ru=0 
(7 是 自 变量 , wu=w(r) 是 未 知 画 数 , 等 等 ); 
9p ,0 
» 555 Oy? . 


(z 和 gy 是 自 变 量 , 由 = go 幼 是 未 知 函 数 ,等 等 ). 

我 们 称 这 类 含有 未 知 函数 的 导数 (或 徽 分) 的 方程 式 为 斑 
分 方程 式 ， 今后 我 们 将 会 看 到 , 许多 描述 物理 现象 的 具 然 定 
律 (例如 牛顿 第 二 运动 定律 ) 的 数学 表达 形式 往往 就 是 微分 方 
程式 . 因此 , 微分 方程 是 解决 许多 力学 和 物理 问题 的 重要 工 
上 ,例如 , 它 在 自动 化 控制 技术 和 人 造 卫 星 轨道 计算 中 有 广泛 
的 应 用 , 而 且 对 于 学 习 数 理化 的 许多 基础 学 科 也 是 很 必要 的 . 

微分 方程 理论 的 发 展 大 都 有 明显 的 实际 背景 ， 所 以 我 们 
将 先 介绍 抑 个 具体 的 物理 模型 ， 并 且 从 中 列 出 几 个 简单 的 微 
分 方程 . 


第 一 节 几 个 简单 的 实例 


在 这 一 节 中 列举 儿 个 简单 的 实际 例子 ， 说 明 怎 样 从 实际 
问题 列 成 微分 方程 的 问题 . 例子 虽然 简单 , 但 是 从 中 能 够 简 
明 地 诱导 出 微分 方程 的 一 些 基 本 概念， 成 为 进一步 探讨 其 他 
较 复 杂 问 题 的 模 鉴 。 掌握 好 这 些 例 子 , 会 有 助 于 增进 我 们 分 


村 问题 的 能 力 . 

[例题 1】 自由 落体 : 所 谓 自 由 落体 , 指 的 是 只 计 重力 对 
洲 体 的 作用 ， 而 忽略 空气 的 阻力 和 其 他 外 。 、 | 
力 的 影响 , 参看 图 1-1.， 设 落体 万 作息 直 
于 地 面 的 运动 , 它 的 位 置 坐 标 4=4 的 随时 
闻 + 而 变化 ， 它 究竟 如 何 变化 呢 ? 这 就 是 
要 解决 的 一 个 实际 问题 . | 

因为 y=y(t) 代 骨 落体 B 的 位 置 从  / 
标 ， 所 以 它 对 二 的 一 阶 导数 多 = 多 ( 蕉 代表 
洲 体 如 的 瞬时 速度 2=%( 旨 而 二 阶 导 数 
y" 一 y(t) 则 代表 瞬时 加 速度 a=a()， 令 
定 吾 的 质量 为 mw， 则 它 的 惯性 力 等 于 区 
ma( 一 my"'")。 我 们 注意 到 图 1-1 的 坐标 。 图 1-1 
轴 2 向 上 为 正 , 因 此 重力 妈 疝 下 为 负 , 即 如 = 一 9， 这 里 y 是 
重力 加 速度 (通常 取 Jg9.8 米 / 秒 ”)， 因为 假设 了 是 自由 落 
体 ， 即 假设 也 所 受 的 外 力 并 只 有 重力 ww， 即 了 = 一 mg 记忆 
由 牛顿 第 二 运动 定律 (me = 了 f) 挫 出 


mY" 一 ~ mg, 


yy) 


两 边 消 去 常数 m, 得 到 
yg 0 
这 是 一 个 简单 的 微分 方程 式 ， 这 就 把 上 述 的 自由 落体 问题 化 
为 从 微分 方程 式 () 求 解 未 知 范 数 y=y4) 的 数学 问题 了 . 
这 后 一 问题 比较 简单 ,很 容易 求 得 它 的 解 等 由 微分 广 
程 (也 对 了 进行 一 次 积分 , 则 有 
y=— +0, : (2) 
其 中 是 一 个 任意 常数 ; 再 由 (2) 对 # 积分 一 次 , 得 到 
a 


We 于 ga 十 Cn 二 Cn， (8) 


其 中 0s 是 另 一 个 任意 常数 . 公式 (3) 就 是 我 们 求 得 的 解 答 ， 
但 是 ， 在 解答 人 8) 中 包含 了 两 个 任意 的 常数 Ca 和 0， 因此 还 
不 能 由 此 最 终 确定 自由 落体 妃 的 运动 状态 ， 究竟 原因 何在 
呢 ? 原来 自由 落体 B 的 运动 规律 y=y( 应 该 与 它 的 初始 
状态 ( 即 在 初始 时 刻 友 0 时 的 初 位 置 %0) 基 互 和 初速 度 
4 (0) 一 2 有关， 这 就 是 说 ， 在 求解 自由 落体 8 的 运动 方程 
全 时 ,还 须 同 时 考虑 初始 条 件 

yO HH, y=%, (4) 
这 里 五 表示 落体 B 的 初始 高 度 ; 2 表示 初始 速 诬 , 通常 我 们 
认为 它们 是 已 知 的 常数 . 

在 (3) 和 (2) 中 , 令 t1=0, 则 得 
y{0) =0s, OO 

为 了 保证 初始 条 件 (4) 成 立 ， 应 该 取 Cs 一 且 和 0Q1 二 v，。 这 样 
一 业 ， 由 运动 方程 (1) 和 初始 条 件 (就 完全 确定 了 自由 落体 
B 的 运动 规律 为 


g= 一 于 92 上 at 二 可， 


为 了 加 深 对 初始 条 件 \ 纪 的 理解 ， 我 们 需 便 再 解说 由 名 ; 
初 位 置 女 和 初速 度 v 完全 由 落体 吾 的 初始 状态 而 定 。 例 如 ， 
设 B 从 距 地 面 20 米 高 的 塔 顶 由 静止 状态 落下 ， 则 五 ~20 
《 米 ) 和 Y=0 几米 / 移 )， 从 而 初始 条 件 (和 为 : 4%(0) -30( 米 )， 


y (0) = 0( 米 / 秘 ) 因此 , 由 (5) 得 到 y= 一 到 9 十 20(《 米 )， 
又 车 落 体 B 从 距 地 面 20 米 高 的 塔 顶 上 以 每 秒 互 米 的 初速 诬 


垂直 向 下 投 据 , 则 五 =20( 米 ) 和 += 一 5( 米 / 秒 ), 此 时 初始 条 “ 


件 (生变 为 : .y(0) =20( 米 )，W 0) = 一 B( 米 / 秒 )， 因而 得 到 


ee We 


一 去 oe 一 硕士 20( 米 )。 显然 ， 上面 所 得 到 的 落体 的 两 种 
运动 规律 是 不 同 的 ， 这 就 清楚 地 说 明 运 动 方程 的 解 与 运动 的 
初始 条 件 在 关 ， 

在 微 积 分 发 现 以 前 ,十 七 世纪 初 ,意大利 物理 学 家 便利 略 
已 经 用 实验 观察 和 总 结 出 自由 落体 的 运动 规律 ， 现在 , 我 们 
用 牛顿 的 运动 定律 列 出 并 求解 一 个 微分 方程 , 再 用 初始 条 件 ， 
确定 了 自由 落体 一 般 运动 规律 的 数学 公式 (的 ， 它 在 理论 上 
可 以 很 满意 地 解释 元 利 略 的 实验 , 且 便 于 计算 (参看 后 面 的 习 
题 )， 

【例题 2]】 镇 的 衰变 ， 由 于 放射 性 的 原因 ， 铺 的 质量 


RCD 是 随时 间 + 的 进行 而 减少 的 ， 即 织 <0， 在 实际 的 


应 用 中 , 镭 的 寿命 ( 即 BR( 引 的 变化 规律 ) 是 我 们 关心 的 一 
个 问题 . 


实验 告诉 我 们 , 锚 的 赛 变 规律 是 , 锈 的 衰变 率 2 和 锚 的 


质量 如 成 正比 , 即 


CR 
rs aRn, 《6) 


其 中 & 是 比例 常数 . 按照 惯例 , 我 们 规定 a>>0， 由 于 方程 (6) 


we 之 0， 而 右 端 R>0 及 o>0， 所 以 在 (6) 式 的 右 市 


一 个 从 号: 

方程 (6) 就 是 镭 衰 变 定 律 的 数学 表达 式 , 它 是 一 个 微分 方 
程 ,但 它 并 没有 直接 表明 镭 的 质量 是 多 少 , 也 就 是 说 R= RCO@) 
还 是 一 个 未 知 耳 数 .因此 ， ds ti 
的 质量 B=R(f)? 

另外 , 甸 的 质量 屋 = 二 (9) 显然 与 补 始 时刻 让 四 时 的 质量 


对 有 关 ( 设 常量 对 可 由 测量 瑞 定 》, 所 以 在 由 微分 方程 (6) 求 
解 且 ~ 避 (和 时 ,还 应 该 附加 初始 条 林 - 
R(to) = (7) 

到 此 ,我 们 对 镭 衰 变 问 题 建立 了 一 个 数学 模型 : 由 微分 方 
程 (6) 求 满足 初始 条 件 (7) 的 解 R= 有 RC)， 

我 们 发 现 ， 对 微分 方程 (6) 不 能 象 对 微分 方程 (1) 那 样 简 
单 地 直接 对 上 积分 求解 了 ， 关 为 现在 主要 的 任务 是 从 实际 例 
子 建 立 数学 模型 ,所 以 对 (6) 式 求解 的 问题 暂时 放 到 后 面 第 二 
章 第 一 节 中 去 解决 ， 

下 面 根据 与 上 述 同 样 的 原则 处 理 另 一 个 例子 . 

【例题 3] 弹簧 振动 ， 设 弹簧 8 固定 在 一 顶板 上 ， 下 端 
挂 一 质量 为 mm 的 振子 B， 使 它 静 止 如 图 1-2 中 的 (2)， 然 后 
用 生 家 的 初 位 移 w“o 和 初速 度 vo, 使 振子 如 作 上 下 振动 
z% 一 w( 丰 ,加 图 1-2 中 的 (oO)， 


: 营 --- 一 一 -一 一 -3 
,的 “全 
全 (8) , 
1 
因为 一 z() 玫 示 振 子 B 关 于 静止 点 0 (我 们 把 它 取 为 
准 标 轴 必 的 原点 ) 的 位 移 ， 所 以 它 对 证 的 一 阶 导数 +' 一 w'() 


和 二 阶 导数 " 一 2 分别 代表 振子 如 的 速度 和 加 速度 ， 因 
此 , mx" 表示 局 性 力 . 
根据 生 顿 的 第 二 运动 定律 可 知 : 振子 B 的 惯性 力 mo" 
振子 B 所 受 的 外 力 jf。 现在 要 问 : 这 外 力 了 是 由 存 些 力 构 成 
的 ?不 难看 到 , 一 个 是 弹簧 S 的 恢复 力 记 ; 男 一 :个 是 空气 的 阻 
力 fo; 即 f= 玉 十， 
普通 物理 学 里 的 虎 克 定律 告诉 我 们 ; 弹簧 的 恢复 力 话 与 
振子 BB 的 位 移 2 成 正比 ,或 者 说 
1= —ka, 2 (8) 
式 中 比例 带 数 蔗 汪 0) 叫 作 弹性 系数 。 根据 上 面 所 取 的 坐标 
系 , 恢 复 力 记 的 方向 与 位 移 % 的 方向 相反 , 所 以 (8) 式 的 右边 
添 一 负 叶 . 
至 于 空气 的 阻力 fs, 情况 出 较 复 杂 . 但 是 当 运 动 速度 不 
太 大 时 ,阻力 户 大 至 与 速度 成 正比 , 亦 妈 : 
Ja 一 —r%, (9) 
式 中 比例 常数 "(>>0) 叫 作 胆 尼 系 部 ， (9) 式 右边 的 负 号 是 由 
于 阻力 户 的 方向 与 振子 BB 的 速度 的 方向 相反 ， 
因此 ,我 们 得 到 


f=—krv—7rr', 
从 而 推出 振子 B 的 运动 方程 为 
mw 一 一 Ar 一 7r21 (10) 


这 也 是 一 个 微分 方程 。 我 们 感 兴趣 的 问题 是 : 怎样 由 微 
分 方程 (10) 求 解 弹簧 的 振动 规律 x 一 2 人 抱 ? 

根据 简单 的 物理 直观 ， 我们 知道 振子 的 运动 规律 
% 一 (如 应 该 与 它 的 初始 状态 ( 即 初 位 移 z(to) =zo 和 初速 度 
2'(t0) 二 %0) 有 关 .， 因 此， 在 求 微分 方程 (10) 的 解 > 一 z( 切 时， 
还 应 该 附加 初始 条 件 


s(to) 一 20， 2 (加 ) 一 20， (11) 

式 中 加 代表 确定 的 初始 时 刀 ， 宰 位移,zo 各 初速 度 ww 都 是 已 
知 的 常数 . 

例如 ， 设 初始 时 刻 取 为 加 一 0, 我 们 用 手 把 振子 妆 拉 到 
% 一 4( 厘 米 ) 外 ,然后 轻 轻 放手 ( 即 取 初速 为 0), 弹簧 就 开始 上 
下 振动 . 这 振动 的 初始 条 件 为 

2%(0) 王 入 厘米 )，z'(0) =0( 厘 米 / 秒 ) 

如 此 等 等 ， 

因此 ， 上 述 弹 筑 振 动 问题 的 数学 模型 可 以 归结 为 如 下 形 
式 : 由 微分 方程 (10) 求 出 满足 初始 条 御 (11) 的 解 z=w( 引 ， 


习 题 1.1 


1， 对 于 例题 1 中 的 自由 落体 ,解释 囊 =75( 米 ), ?= 土 8( 米 / 秒 ) 的 物理 
意义. 

2，( 同 上) 解释 互 =0( 米 ) 和 vo=25( 米 / 秒 ) 的 物理 意义 ; 并 求 物体 可 能 
达到 的 最 大 高 度 和 落地 时 刻 . 本 

3， 对 于 例题 3 中 的 弹簧 振动 ， 解释 初始 条 件 x0) = 一 2( 涯 米 )， zt(0)=0 
(厘米 / 秒 ) 和 初始 条 件 £(0) =0( 惠 米 ) 和 :4(0) = 一 100( 原 米 / 秘 ) 的 
物理 意义 . 

4， 试 问 对 于 初始 条 件 ZK(0) =0, zx (0) =0, 弹 筑 振 子 刀 将 作 怎样 的 运 
动 ? 

5* 在 弹簧 振动 方程 (10) 中 , 为 什么 不 出 现 重力 的 作用 ? 

人 设 弹性 系数 分 别 为 名 利 大 的 两 个 弹 筑 在 光 渭 的 水 平面 上 共 间 牵引 
质量 为 ;的 一 个 振子 (参考 图 1-3)， 不 计 空气 的 阻力 ， 试 列 出 振子 
的 运动 方程 和 初始 条 件 (注意 ， 图 中 〇 点 是 振子 的 静止 点 )。 
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第 二 节 ”一些 常 用 的 名 词 


在 上 一 节 ， 我 们 从 实际 问题 列 出 了 元 个 简单 的 微分 方程 
的 例子 ， 为 了 今后 更 一 般 地 介绍 微分 方程 的 理论 和 方法 , 我 
们 在 这 一 节 将 介绍 一 些 常 用 的 名 词 与 基本 概念 . 

定义 1 凡是 联系 自 变 景 z 和 这 个 自 变 量 的 未 知 函 数 
%= 久 坟 以 及 直到 它 的 全 阶 导 数 在 内 的 方程 式 

下 (1) 
叫 作 常 微 分 方 树 式 ， 其 中 导数 实际 出 现 的 最 高 阶 数 % 叫 作 常 
微分 方程 (了 的 阶 数 . 

例如 ， 在 上 一 闻 中 列 册 的 的 = -yg 就 是 一 个 觉 微分 1 
方程 式 ， 自 变量 是 4 未 知 函 数 是 y=g(6)， 阶 数 一 2; 


2 -a 也 是 一 个 常 微分 方程 式 , 自 变量 是 未 知 通 数 


是 及 = 忆 (t)， 阶 数 %=1， mz" = 一 kv 一 rw' 也 是 一 个 常 微分 
方程 式 , 自 变 量 是 i， 未知 函 数 是 4 二 z(t)， 阶 数 吕 =:2，- 
又 如 ,下面 的 方程 式 也 是 一 些 常 微分 方程 式 ， 
wy y+ wn) y=0, . - (9) 
式 中 小 是 一 -个 常数 ，* 是 由 变量 ，y 一 y(2) 是 未 知 函 数 ， 阶 数 
为 2 
basing- 0 【 式 中 。 表示 EE | (3) 


这 里 4 是 一 个 常数 , 自 变 量 是 二 未 知 函 数 是 9= 0(D， 阶 数 为 


2; 


a FiO oo :机 


式 中 s 是 自 变量 , 4=w(s) 是 未 知 函 数 ， 阶 数 为 4.. 


i 


在 上 述 定义 中 , 把 微分 方程 式 ( 了 ) 冠 以 “ 常 " 字 , 指 的 是 未 
知 婺 数 是 单元 函数 :如果 未 知 西数 是 多 元 函数 ,那么 在 相应 的 
微分 方程 中 就 出 现 了 偏 导数 ,对 于 这 样 的 方程 式 , 很 自然 称 它 
为 偏 微分 方程 式 ， 例 如 , 下 面 两 个 方程 式 都 是 偏 微分 方程 式 ; 


Du Ow 
和 Bo (5) 
式 中 自 变量 为 z 和 y, 未 知 函 数 为 w=4(%， 2)， 阶 数 为 3 
vv 溯 = 
Hr ty Br ET 十 (6) 


式 中 自 变量 为 zw，y 和 Pea 一 fo, y, 2)， 阶 数 为 
1, 

本 书 的 主要 内 容 是 介绍 常 微分 方程 式 ， 所 以 除了 最 后 一 
章 外 , 所 说 的 微分 方程 式 都 是 指 常 微分 方程 式 . 

在 上 一 节 中 , 针对 某 些 实际 例子 , 已 经 提 到 微分 方程 的 求 
解 问题 。 在 那里 “求解 "的 实际 含意 是 很 清楚 的 : 在 自由 落体 
的 例子 中 ， 就 是 由 方程 y' 人 =- ~g 求 出 落体 的 位 置 坐 标 
y--%(9， 在 展 误 变 的 例子 中 ， 就 是 由 方程 人 一 一 aB 求 出 
镭 的 质量 及 = 有 R(t)， 在 弹 稀 振 动 的 例子 中 ， 就 是 要 从 方程 
ma" 一 一 hw 一 rw 求 出 振子 也 的 位 置 坐 标 * 一 z 人 的， 

但 是 ， 对 于 一 般 的 微分 方程 ， 首 先 应 该 明确 ， 什 么 是 
“ 解 "? 然后 才能 讨论 如 何 求 “ 解 ”? 

定义 2 设 丙 数 y=p(z) 在 区 间 了 上 过 续 , 且 有 直到 % 阶 
的 导数 ， 如 果 把 yg(%) 及 其 相应 的 各 阶 导数 代入 微分 方程 
式 (), 得 到 一 个 关于 2 的 恒等式 , 即 

Plo, pl%), 9'(2), *, "(2)) =0 

对 一 切 “EJ 都 成 立 。 则 称 yg(2) 为 微分 方程 (内在 区 间 J 
上 的 一 个 解 


例如 , 设 微分 方程 式 
y" +9y=0 & 表示 了 -)， (7) 
我 们 考虑 y= sin3z， 因 为 
2 9 ~800s3%, 人 一 一 9sin 3a， 
所 以 

- a -+9sin8z=0 
对 一 切 zE (一 oo, co) 都 成 立 ， 因 此 ,y=sin 8e 是 微分 方程 
式 (7) 在 区 间 一 co<x<co 上 的 一 个 解 。 类 似 地 可 以 验证 
yeos8% 也 是 方程 (7) 的 一 个 解 ,而 且 
| 4 一 Cicos3xz 十 Cogin8az (8) 
《其 中 Oi 和 Cs 是 两 个 任意 的 常数 ) 都 是 方程 (7) 的 解 ， 

为 了 加 深 对 解 的 概念 的 理解 ， ee 

1) R=100e-" 是 上 一 节 侍 误 变 方程 9 是 一 一 0 如 的 一 丰 


和 及 =0e-(C 是 任意 常数 ) 也 是 解 . Es et 不 是 解 ， 
”2) y= 始 ¢ 是 微分 方程 式 
人 十 全 (9) 


在 区 间 -下 <o< 革 上 的 一 个 解 ; 9 一 志 (2 一 O)《C 是 任意 党 
数 ) 是 微分 方程 (9) 在 区 间 0 一 邓 <w< 0 十 于 上 的 一 个 解 
但 是 , 9 一 妃 z- 工 不 是 解 , 

我 们 在 上 面 的 验证 中 已 经 看 到 ， 微 分 方程 的 解 可 以 包 会 
一 个 或 儿 个 任意 的 常数 , 而 有 的 解 不 包含 任意 常数 。 为 了 标 
明 这 个 重要 的 区 别 , 我 们 特 作 如 下 约定 : 

设 % 阶 微分 方程 (了 D 的 解 y=9 (2 01, 02,…, Co) 包含 
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了 2 个 独立 的 任意 常数 Ci,，0Cs,…, OCs， 则 称 它 为 方程 
式 (的 通 解 ; 如 果 微 分 方程 式 ( 了 的 解 y=%《2) 不 包含 任意 
常数 , 则 称 它 为 方程 式 (1) 的 特 解 ， 

例如 , y …C1icos3z 十 Qosin3z 是 微分 方程 式 (7) 的 通 解 ; 
而 yy 一 c0s3z 和 yy 一 sin3z 都 只 是 特 解 ;y 一 声 (z 一 0) 是 微分 方 
程 (9) 的 通 解 ; 而 y== 霹 《2 一 卫 只 是 一 个 特 解 . 

显然 , 当 任 意 常 数 一 旦 确定 之 后 ， 通 解 也 就 变 成 了 特 解 ， 
例如 , 在 微分 方程 (7) 的 通 解 (8) 中 , 若 令 C1 一 M3, Cs= 一 和 
则 得 到 一 个 特 解 y 一 M2 cos3z 一 4sin3z、 在 上 一 节 的 自由 
落体 的 例子 中 ， 我 们 看 到 在 那里 通 解 (3) 中 的 任意 常数 Ca 和 
Os 可 以 通过 初始 条 件 (外加 以 确定 ， 同 样 , 为 了 确定 一 般 的 % 
阶 币 分 方程 式 出) 的 通 解 y=¥ 《03 1， 2， A On) 中 的 名 个 
任意 常数 CO， Ce，…， CO 也 应 该 附加 相应 的 初始 条 件 

YT0) = Yo Y 0) = 0, "YY (0) — Co (10) 

.这 里 加 是 自演 熏 = 的 村 个 特定 网 值 Wy oe “是 
4 个 给 定 的 常数 . + 

求 微分 方程 (的 一 个 解 ,使 得 它 , 消 足 所 先 夫 定 的 初始 条 
件 (10) 。 我 们 称 这 样 的 问题 为 微分 方程 的 初 使 问 题 ， 有 时 简 
写成 (十 (10), 或 

ws i 
yg0) 一 加 oo) 一 

例如 ， 在 上 一 节 忠 ， 例 题 相当 于 初 值 问 题 上 (4); 例题 
2 相当 于 初 值 问题 (6) + (7);， 例题 8 相当 于 初 值 问题 (10) 
十 (11)。 有 时 ,我 们 也 称 初 值 问题 为 村 西 (Ceuchy) 问 题 ， 


f 注 ] 关于 个 独立 的 性 帝 常 数 的 确切 含意 是 : or 条， py Pp- 了 关于 Ce 
Cy, “pg L 的 玖 可比 nd 行列 式 | 
DP tr, Fe"))) 
(CT 人 Ey 用 *0. 
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3 


dn 


Dx2 


Da : 


21 一 人 1e3Z 十 Cne- Se 


4 97 以 是 实 常 数 ) 

和 yinw | 

6 w=1-teo8fyw+!) | de Et 
' WW (0, 2} = 
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第 一 章 小 结 


1. 要 求 理解 并 掌握 第 一 节 中 对 三 个 实际 例题 的 分 析 ; 怎样 从 
物理 定律 到 微分 方程 式 ; 理解 初始 条 件 的 实际 含意 . 

2. 当 我 们 磁 到 一 个 微分 方程 式 时 , 首先 应 该 明确 : 哪些 是 自 
变量 , 哪些 是 未 知 郑 数 及 其 导数 ， 这 个 微分 方程 是 常 的 还 
是 偏 的 , 它 的 阶 数 是 多 少 . 

3. 对 于 给 定 的 函数 , 要 求 能 够 验证 它 是 否 满足 所 考虑 的 微分 
方程 式 和 初始 条 件 ， 
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初等 积分 法 


微分 方程 的 一 个 中 心 问题 是 “求解 "。 例 如 ,在 第 一 章 中 ， 
曾经 把 一 些 实际 问题 转化 为 微分 方程 的 求解 问题 ， 对 于 自由 
落体 所 满足 的 微分 方程 ， 我 们 直接 利用 不 定 积分 的 方法 找到 
了 它 的 通 解 ,从 而 损 示 了 自由 落体 的 一 般 运动 规律 。 而 对 于 
铺 衰 变 和 弹 筑 振 动 所 满足 的 微分 方程, 却 未 能 求 出 它们 的 解 ， 
所 以 相应 的 实际 问题 也 未 能 得 到 解决 ， 从 这 一 点 看 , 微分 广 
程 的 求解 问题 是 解决 相应 实际 问题 的 一 个 关键 

但 是 , 微分 方程 的 求解 问题 通常 并 不 是 容易 解决 的 ， 我 
们 在 这 里 顺便 讲 一 个 历史 上 的 小 故事 。 微 积分 的 发 现 者 之 
一 ， 伟 大 的 数学 罕 药 布 尼 效 (Leibniz) 在 1686 年 曾经 向 当时 
的 数学 界 提 出 求解 一 阶 微分 方程 式 


型 -和 to 


的 问题 ， 他 说 , 对 于 这 个 方程 , 他 不 会 求解 ， 从 形式 上 看 , 这 
个 方程 是 比较 简单 的 。 因此 , 这 个 莱 布 尼 兹 问题 成 为 历史 上 
的 一 大 挑战 ， 曾 经 吸引 了 许多 数学 家 的 注意 大 约 经 过 150 
年 的 探索 -到 1838 年 , 刘 维 尔 在 理论 上 证 明了 上 述 莱 布 尼 敬 
提出 的 微分 方程 是 不 可 能 用 初 鞋 (函数) 积分 法 求解 的 ( 即 不 
可 能 用 初等 函数 及 其 积分 来 表达 它 的 解 ). 

由 此 可 见 ， 我 们 不 能 期 望 用 初等 积分 法 解决 一 般 微分 方 
徐 式 的 求解 问题 ， 但 是 , 对 于 某 些 特殊 类 型 的 微分 方程 式 ( 往 
往 是 很 重要 的 ), 是 可 能 用 初等 积分 法 求解 的 。 这 是 本 章 的 基 


本 内 容 。 类 似 于 不 定 积 分 法 在 微 积 分 学 的 作用 , 微分 方程 的 
初等 积分 法 是 本 课程 最 重要 的 基本 训练 之 一 ， 为 了 保证 完成 
这 种 基本 训练 , 读者 除了 仔细 验算 有 关 的 例题 外 ,认真 演算 本 
书 各 节 所 列 的 习题 是 很 必要 的 ， 


型. jw, WD), 0) 


其 中 f(%, 中) 是 给 定 的 函数 。 我 们 要 做 的 工作 是 求 微分 方程 
(了 ) 的 解 y 一 y(z)， 可 是 一 般 不 能 用 初等 方法 解 出 这 个 微分 方 
程 ,例如 上 面 所 说 的 菜 布 尼 兹 方程 (相当 于 Fw 9) ==w? 二 9)， 
但 是 , 当 微分 方程 (1T) 的 右 端 flw, 切取 某 几 种 特殊 的 类 型 时 ， 
就 可 能 用 初等 积分 法 求解 . 
这 一 节育 先 讲 一 个 重要 的 特殊 情形 . 
fm, y=) gy). 


此 时 微分 方程 (二 就 是 
-hv) gy). (2) 
微分 方程 (2) 称 为 变量 分 > 的 方程 ， 
例如 ， 
并 = -和 对 a , ety, 
并 -yo0t。 号 一 -oB (a>0 是 常数 )， 


都 是 变量 分 离 的 方程 ,而 莱 布 尼 兹 方程 = 必 十 驴 则 不 是 ， 
对 于 变量 分 离 的 方程 (2)， 可 以 用 初等 积分 法 求 它 的 解 ， 
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为 了 由 浅 入 深 地 掌握 变量 分 离 方程 (2) 的 解法 ,我 们 特地 分 作 
两 步 讨 论 . 

1) 假设 ¥( 幼 是 常数 (不 妨 设 g(3) 二 414). 

此 时 微分 方程 式 (2) 变 为 


dy _ 
型 -Ko (8) 


为 了 可 以 对 它 进 行 积分 运算 ,我们 假定 活 数 hlz) 在 区 浊 
4<v<b 上 是 连续 的 。 显然 , 求 微分 方程 (3) 的 解 , 实际 上 是 
一 个 求 (z) 的 原 函 数 (不 定 积分 ) 的 问题 ， 因 此 , 可 以 直接 对 
(8) 取 不 定 积分 ,就 得 到 它 的 通 解 


| Cw) dz 十 DO (省 


其 中 是 一 个 任意 的 常数 。 在 (4) 中 ， 并 未 注 明 积分 上 下 限 
的 变化 范围 ， 而 默认 xoE (a, 5) 是 固定 的 [ 注 ]， 而 YE (a, 5) 
是 自 变 量 . 今后 将 按 类 似 的 原则 理解 其 他 的 积分 . 
为 了 确定 通 解 (4 中 的 任意 常数 O, 须要 附加 初始 条 件 

Yo0) — Yo, (5) 
这 里 加 是 一 个 任意 给 定 的 初 信 ， 为 了 从 通 解 (人 中 找 出 满足 
初始 条 件 全) 的 那个 解 , 在 人 4) 中 令 2 一 zzo， 即 得 9%(zo 一 C， 再 
由 初始 条 件 (5), 确定 了 CO-%， 从 而 得 到 初 值 问题 (3) 十 (5) 
:的 解 为 


y= hv) dy + Yo. (6) 
2) 假设 g(9) 不 是 常数 . 


此 时 微分 方程 42) 的 右 端 与 未 知 郑 数 9 有关, 因此 不 能 象 


[ 注 ] 这 里 上 E 表示 震 于 的 意思 。 因 此, wo& (a, 四 天 示 o 属 于 区 辐 (&, 功 ， 
下 辐 , 


对 (8) 那样 直接 取 不 定 积 分 得 解 、 我 们 须要 设法 克服 这 个 困 
难 . 

类 似 于 对 &(o) 的 假定 , 设 gl 中) 是 在 区 间 (a, 8) 上 的 连续 
省 数 ,假定 y=y(2) 是 微分 方程 (2) 的 一 个 解 , 即 它 满足 


Yh(s) gy), (2) 

县 设 g(g) # 0, 那么 可 用 分 离 变量 法 把 方程 式 (2) 写 成 
dy hs 
ee hw) dz, . (7) 


这 样 一 来 ， 自 变量 = 与 未 知 函数 g 互相 分 离 了 ， 内 此 训 对 方 
程式 (7) 取 不 定 积分 (注意 4%= y(4)), 得 
上 -0 I h(a)dst-0O, (8) 
其 中 a 和 和 8 分 别 是 国定 和 的 积 分 下 限 ,而 局 是 任意 常数 ， 令 
w=, He =f ras, 
则 (8) 就 是 
GY = Hv) 十 (7 (9) 
总 结 上 面 的 讨论 ， 我 们 得 短 微 分 方程 (2) 的 解 y=y(z)( 要 求 
8 切 关 9) 满足 隆 函 数 方程 (9)， 即 = 4%to) 是 (9 的 解 ， 
反之 , 设 %=%(o) 是 风范 数 方程 (9) 的 解 , 亦 即 当 Y=9%fe) 
时 ， 等 式 (9)， 从 而 等 式 (8) 成 立 。 由 (8) 的 两 边 对 wz 求 导数 ， 
就 推出 人 7) 成 立 , 从 而 (2) 成 立 . 这 就 证 明了 隐 范 数 方程 (9) 的 
解 %= 9%(z) 也 是 微分 方程 (2) 的 解 ， 
因此 ， 公 式 (9) 确定 了 微分 方程 (和 包 贪 一 个 任意 常数 
全 的 隐 式 解 ， 为 了 区 别 于 显 式 的 通 解 y9 一 g(x; CO， 我 们 秘 
(9) 为 微分 方程 2) 的 通 权 分。 
在 上 述 分 离 变量 的 过 程 中 ， 须 要 设 g() 到 0。、 但 是 ， 若 
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g(y) = 有 一 个 根 为 y 一 +， 则 不 难 验 证 y=7( 作 为 z 的 函数 ) 
是 微分 方程 (2) 的 一 个 特 解 ， 

在 这 里 我 们 顺便 作 一 点 说 明 ; 今后 , 对 于 在 求解 过 程 中 出 
现 的 一 些 积分 , 我 们 应 该 尽 可 能 把 它们 演算 到 底 , 或 者 说 , 把 
它们 用 初等 函数 表达 出 来 ， 但 是 ， 当 这 些 积分 不 能 用 初等 函 


数 表 出 时 (例如 ，G(g) 一 je” 9y)， 我 们 也 认为 微分 方程 是 


得 解 了 . 这 是 因为 从 微分 方程 的 观点 来 看 ， 留 下 来 的 是 一 个 
积分 ,而 不 是 一 个 微分 方程 了 . 

. 最 后 ,我 们 介绍 一 个 常用 的 名 词 . 一 阶 微 分 方程 式 ( 卫 的 
一 个 解 在 zOy 平面 上 的 几何 图 形 是 一 条 曲线 ， 我 们 称 这 种 曲 
线 为 微分 方程 (1) 的 积分 由 线 . 

【例题 1】 求解 微分 方程 


YH-VYy (0<y<co)， (10) 
并 作 它 的 积分 曲线 的 图 形 . 
利用 分 离 变 景 法 ,得 
-9 ( 当 y>0, 
两 边 取 不 定 积分 ,得 到 


[fre. 


2 Y=z+0, (11) 
注意 ， 因 为 此 3 左 端 >0， 所 以 右 端 2+O>0， 即 
p> 一 0O。 于 是 ， eM 


4 一 +O) (%> —0), (12) 


Dm 


即 得 通 积分 
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这 就 是 微分 方程 (107 的 通 解 . 另 一 方面 , 当 ~ y =0, 即 y -0 
时 , 得 到 一 个 特 解 
y=0 (~o0<w<eo), (13) 
根据 (12) 和 (13)， 就 可 以 作出 微分 方程 (10) 的 积分 其 线 
族 的 图 形 , 如 图 2-1 所 示 。 我们 由 此 清楚 地 看 到 , 经 过 上 半 平 
面 (不 包括 > 轴 ) 任意 给 定 的 一 点 Po《zo, %) ( 初 值 点 )， 在 局 
部 的 范围 内 ， 有 并 且 只 有 一 条 积分 曲线 ， 而 当初 值 点 0 在 % 
轴 上 时 ， 即使 在 局 部 的 范围 内 ， 经 过 Pi; 点 的 积分 曲线 就 不 目 
一 条 . 也 就 征 说 ， 微分 方程 (10) 的 满足 初始 条 件 9(zo) = 如 的 
解 , 当 %>0 时 ， 是 局 部 唯一 的 ; 而 当 %-=0 时 , 则 是 局 部 不 唯 
一 的 . 这 种 奇异 的 现象 是 否 能 够 从 理论 上 进行 阐明 呢 ? 我 们 
把 这 个 有 趣 的 问题 推迟 到 下 一 章 去 解决 . 


图 2-1 


【例题 91 求解 错 的 癌变 方程 。 ”一 


dBR_ 0p 
pi (14) 
其 中 比例 常数 40( 参 考 第 一 章 的 第 一 人 )， 


利用 变量 分 离 法 , 得 


室 -all ( 设 RD 


A 六 ~ 


再 取 不 定 积分 , 便 求 得 通 积分 
log|R|= 一 at 十 On 

(这 里 log 表示 自然 对 数 )， 由 此 可 以 解 出 

[Bi =ete-t, 
或 去 编 对 什 , 得 到 

ROC- (其 中 0 一 二 e%). 

在 求解 过 程 的 开头 ， 我 们 设 且 六 0， 这 与 这 里 的 040 相符 
合 . 但 是 ，R=0 显然 也 是 微分 方程 (14) 的 一 个 特 解 ， 因 此 ， 
可 以 去 掉 上 面 对 0s*0 的 限制 ， 而 把 微分 方程 (1 的 通 解 写 
成 

R=Oe (15) 
这 里 是 一 个 任意 常数 ， 注 意 , 当 CO~0 时 , 即 得 特 解 及 = 0， 

如 果 再 考虑 初始 条 件 

R(io) —, (16) 
则 由 通 解 (15) 推 出 

Ce n= NM, 
由 此 就 确定 了 任意 常数 ~ Mi"， 再 代 回 15)， 就 得 到 了 和 
信 问 题 (14) + (16) 的 解 为 

R= 用 et 名， GD 

而 且 从 求解 的 过 程 可 见 ,这 初 信 问 是 的 解 必 取 (17) 的 形式 ,所 
以 它 是 唯一 的 . 

我 们 从 (17) 看 到 ， 锯 的 衰变 是 按 指数 规律 下 海 的 ， 见 图 
2-9， 公 式 (17) 可 以 用 来 预报 放射 性 锚 的 寿命 ， 例 如 , 可 以 用 
它 来 计算 锯 的 半衰期 4 太一 加 ( 基 当 1 如 时 , 独 的 质量 且 等 
于 初始 质量 下 的 一 半 )。 利用 (4) = 瑟 W， 再 代入 (17)， 


4=t1 一 和 =3700 年 
必 2-2 
就 得 
到 M= Me 
即 得 -0.5 从 而 
4= 十 log 2. 


由 实验 得 知 ，&=0.00041/ 年 ， 因 此 可 算出 半音 期 4= 雪 00 
年 ， 可 见 对 于 锣 的 放射 性 污染 , 需要 进行 人 工 处 理 ,而 不 能 期 
待 它 自然 净化 . 

最 后 , 我 们 顺便 指出 ; 狂 在 衰变 时 放射 出 去 的 镭 原 子 的 个 
数 应 谈 是 正 整 数 ， 所 以 镭 的 质量 =R(D) 严 客 说 来 应 该 是 一 
个 不 连续 的 阶梯 函数 , 而 不 是 一 个 光滑 的 指数 函数 ( 见 示意 图 
2--2)， 但 是 ,要 想 真 实地 求 出 这 条 阶梯 曲线 却 是 相当 困难 的 . 
实验 志明 ， 由 微分 方程 求 得 的 指数 曲线 是 相当 令 人 满意 的 . 
通常 ,我 们 用 数学 方法 描述 自然 现象 大 都 是 近似 的 , 至 于 它 的 
合理 性 只 能 车 实践 来 检验 . 
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习 题 2.1 


: 求解 下 列 微 分 方程 ,并 指出 这 些 方程 在 >0% 平面 上 有 意义 的 区 城 ; 


路 区. o) 型 -全 ， 
CD) de yy? (2) A yl 42) 
(3) +sinr=0; (4) 1 十 2 二 全 -2 
(5) y= {eoss.cos2y)’, (6) TY =v -yy; 
i 
0 


.求解 下 列 微 分 方程 的 初 值 问题 : 


《1) sin22dr -cos3ydy= 0, u(3) = 3 


(2) raritye ay=0, 0 一 1 
9) 第 =" 7{0) 一 233 (4) yr =I, 1) 0; 


+? 


(6) VI+B y=2, #0) =1. 


求解 下 列 微分 方程 ,并 作出 相应 识 分 曲线 族 的 图 形 : 


(DD 《2) -用 (常数 4 于 0); 
3) Ul- 全 = 
滤 陀 : 设 44 从 20y 平 
面 上 的 原点 0 出 发 , 沿 | 


$ 轴 正方 向 前 进 ; 同时 3 
如 从 点 C0, b) (5>0) 
开始 跟踪 4, 且 设 五 与 Iss 


贞 永远 保持 等 距 b， 试 | SP:y-y(s) 
求 召 的 沁 滑 运动 加 | | 


济 


| 
-一 一 -一 上 --- 
3 


[提示 ; 参考 图 33 .| {= 去 
设 导 的 运动 轨迹 为 :3 “(Xt+ 和 .0) 


9 二 Y( 菩 , 先 求 出 9 满足 的 关系 式 一 一 微分 方程 式 .] 
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二 节 一 阶 线性 微分 方程 式 
设 一 阶 微分 方程 式 
yf (wv, Y) 《表示 -多 
的 右 端 函数 (2%, y) 关 于 gy 是 一 次 ( 即 线性 ) 的 , 也 就 是 
fr, Yy) =a(w)y +o), 
” 设 其 中 函数 a(%) 与 5(2) 在 区 间 a<z<B 上 是 连续 的 ， 此 
时 , 相应 的 微分 方程 可 等 成 
y'—o(z)Yy+ oy). (D 
这 种 类 型 的 微分 方程 式 称 为 一 阶 线性 微分 方程 式 ， 不 是 线性 
的 微分 方程 式 则 作 非 线性 微分 方程 式 ， 


例如 , 下列 的 一 阶 微分 方程 式 
-ety 型 -5 
a 


好 =aR (a 是 常数 ); 
人 一 如 二 23Sint 
都 是 线性 的 ; 而 下 列 的 一 阶 微 分 方程 式 


Lp 
UL 多 ty pr 


则 是 非 线性 的 . 
这 一 节 的 内 容 是 求解 一 阶 线性 微分 方程 式 (个 。， 
1) 设 5(%) 三 0, 则 线性 微分 方程 式 (四 变 成 
y =c(o)g. (2) 
.一 24 -一 


(2) 式 称 为 齐 决 怒 性 微分 方程 式 ,， 这 个 方程 也 是 变量 分 离 区 
方程 人 

Ce 本. oldz, | 9 
其 中 C 是 一 个 任意 常数 


为 了 诱导 出 一 般 线性 微分 方程 (的 解法 ,我们 对 齐 次 线 


性 微分 方程 (2) 的 通 解 (3) 做 一 点 分 析 ， 把 (3) 写成 


-f° ota 
Be Tt 


Ye 一 人 (4) 
再 对 z 求 导数 , 即 得 
二 a te : (8) 
仿 w(x) 到 Pe 出 得 


ee -0, 


或 二 (gg 一 0， 
亦 即 

wo[ 开 -so) 吉 -0. (6) 
站 所 以 得 

ala)y 0. (7) 


这 微分 方程 实际 上 就 是 齐 次 线性 微分 方程 式 (2)， 因 此 , 如 果 
把 上 面 的 步 葬 着 退 而 上 ,那么 就 得 到 线性 微分 方程 式 (7) 的 一 
种 新 的 解法 ， 即 , 根据 (7)， 用 函数 we) 一 oJ“  ( 叫 作 线 
性 微分 方程 (7) 的 积分 因子 ) 乘 方程 (7) 的 两 端 , 即 得 方程 (6)， 
从 而 方程 (本 成 立 ， 再 取 不 定 积分 ， 就 得 到 微分 方程 人 7) 的 通 
积分 (4), 或 通 解 (8) 。 用 这 种 积分 因子 乘 方程 的 方法 求解 齐 


次 线性 微分 方程 式 ， 其 优点 是 可 以 用 类 似 的 程序 求解 一 般 的 
线 狂 微分 方程 式 (了). 

2)》 设 5 人) 在 0， 则 称 线性 微分 方程 式 (1) 为 非 章 次 的 ， 

为 了 采用 上 述 的 积分 因子 法 , 我 们 把 (TD) 写成 与 它 等 价 的 形式 

型 -ae(e)g=5(O， (8) 


再 用 积分 因子 


ML) -/ ,eds 


乘 方 程 (8) 的 两 端 , 则 得 


T * 
pe tz)az 型- pe i blw) ed 


订 上 ye 


两 边 取 积分 , 则 得 到 通 积 分 
9。 Re [ bz) Fe Ai dzt+O, 


其 中 CC 是 任意 常数 。 因此 ， 方 程式 (8) f 亦 即 (DD] 的 通 解 
为 


4 二 i | » 人 gj stede ds+O | 
C2 | 


读者 不 必死 记 这 个 通 解 指 公式 ,但 是 ,应 掌 据 上 述 利用 积 
分 因子 的 求解 法 ， 并 且 通 过 下 面 的 例题 和 习题 能 够 熟练 地 使 
用 这 种 解法 ， 

【例题 1】 求解 微分 方程 式 

oy 4- ky = painwey, (分 

其 中 万 2 % 都 是 正 的 常数 , 

这 是 一 个 非 章 次 的 一 险 线性 微分 方 穆 式 ， 它 的 积分 因 于 
为 


pe sj ei 


用 它 乘 (9) 的 两 端 , 则 得 到 


一 


二 [eteo] 一 pe sin oz， 
再 到 不 定 积分 , 得 
BY 由 一 | ze sinwear+oO,. 
从 而 求 得 微分 方程 式 (0) 的 通 解 为 


4 一 6 (zersnozuz+c 上 
再 通过 对 右边 不 定 积分 的 计算 , 则 得 


fa - 一 KB 
gn wr wesSwe) 小 Ce 
y (2 十 名 ( ) | 


其 中 心 是 任意 常数 . 

【例题 2 跳伞 ， 设 跳伞 员 的 质 襄 为 
m， 了 降落伞 的 浮力 与 它 下 降 的 速度 2 成 正 
比 , 求 直 降 速 度 2 一 »( 刀 的 变化 规律 ， 

先 取 坐 标 系 ， 参 看 图 2-4， 我 们 规 
定 岂 的 正 向 指向 地 而 , 则 重力 w% 一 mg 是 正 
的 ， 而 浮力 万 = 一 2 向 上 为 负 ( 比 例 常 数 
:>0)。 因 此 ,跳伞 员 所 受 的 外 力 为 

F=fo= mg— kn; 


而 惯性 为 为 铝 - 叶 、 因 此 ， 由 牛顿 的 第 二 


at “ 
运动 定律 推出 跳伞 员 的 运动 方程 为 好 杆 
Mm, 几 2-4 
这 日 wv( 人 D 是 未 知 函数 ， 可 以 把 上 面 的 方程 写成 
一 7 一 


GD ,k 
人 


这 是 一 个 非 齐 次 的 线性 微分 方程 ， 用 积分 因子 4() -4 此 
乘 上 式 两 端 , 即 得 


万 [9 
em) gw, 


再 取 不 定 积 分 , 得 到 通 积分 “ 


路 
让 十 5 


em 十 忆 。 
因此 ， ee en 


由 此 可 见 
limw( 有 ) = 一。 ( 常 速 ). 
这 就 是 说 ,只 要 胱 余 员 在 空中 有 足够 长 的 停留 时 间 ， 他 到 达 地 
面 时 的 速度 近似 地 等 于 常 速 mg 人， 而 自由 落体 则 是 按照 加 
速度 9( 即 速度 v= 9 十 oo) 落 到 地 面 的 . 
在 结束 本 节 的 讨论 时 ， 我 们 异 此 机 会 指出 (一 阶 ) 线 性 微 
分 方程 解 的 三 个 重要 特征 ， 
1) 由 一 阶 线 性 微分 方程 (了 ]) 的 通 解 
i | ofr, (四 二 Gnd (10) 
看 出 ， 它 等 于 (了 的 -- 个 特 解 (对 应 于 上 式 的 0O=0) 再 加 相应 
的 齐 次 线性 方程 (2) 的 通 解 [参看 (3)]。 因此 , 如 果 求 得 非 齐 
次 线性 微分 方程 (1) 的 一 个 特 解 为 g= 和 (2) 和 相应 的 齐 次 线 
性 方程 (2) 的 道 解 为 yOel=“”“， 则 (了 的 通 解 为 
y= 0 gv). 


一 28 一 


2) 设 xz) 和 Do) 在 区 间 as<z<B 上 连续 ， 则 由 上 上 述 通 
解 的 公式 (10) 可 知 ， 线 性 微分 方程 好) 的 一 切 解 在 区 间 
w<2< 8 上 存在 。 而 对 于 非 线性 微分 方程 , 一般 就 没有 这 种 
解 的 全 局 存在 性 ， 例 如 , 非 线性 微分 方程 

一 1 多 
关于 2 的 定义 域 为 -co<z<co, 而 它 前 解 ， 例如 y 二 霹 2 的 
存在 区 间 只 是 -- 亚 <z< 亚 ， 这 就 表明 ， 非 线性 微分 方程 角 
的 存在 攻 间 一 般 是 局 部 的 ， 而 不 象 线性 微分 方程 的 解 那样 是 
全 局 的 . 
3) 求 线性 微分 方程 (1) 满 足 初 始 条 件 

YL0) 一 Yo | (41): 
的 解 。 由 通 解 (10), 得 ylzo) =-C， 因而 再 由 《11) 确 定子 
CO 一 yo， 即 得 初 值 问题 (1) + (11) 的 解 为 

y= of | 让 


根据 上 面 的 解法 可 知 这 也 是 唯一 的 解 ， 这 就 证 明了 , 对 于 线 
性 微分 方程 的 初 值 问题 ， 它 的 解 是 存在 并 且 唯 一 的 ， 而 对 二 
非 线性 微分 方程 的 初 值 问题 , 它 的 解 有 时 就 不 是 这 样 , 如 在 上 . 
一 节 中 例题 所 表明 的 ， 

因此 才 作 全 入 六 各 的 出 在 车 析 上 要 此 二 二 作 拓 分 方程 
的 解 简单 一 些 ， 


习 题 2.2 
1. 求 下 列 微分 方程 的 通 解 . 
0) y+ By=re-Y, (8) ¥ — 2 zr, 
(3) i (- 生 << 生 ) 
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(4) 2 十 2 弛 = 提 - (>0. 
2. 求解 下 列 初 信 问题 ,并 指明 解 的 存在 区 间 是 什么 : 


让 
ty=2 人 = {= Y= 
(D yy=27e%, yD)=D 20) yy = 
(3) yy'0tg t=2 C07, y (3)= “1; 
1 


(4) ry da sl, Y= 
4， 在 下 列宁 分 广 各 中 ,0 是- 个 寺 人 《 即 对 应 于 线性 生 分 方程 


至 少 有 一 个 系数 函数 wdz) 或 (2) 在 该 点 没有 意义 ). 对 于 Z> 小 求 
解 这 些 方程 ， 并 且 对 于 不 同 的 积分 常数 ， 讨 论 所 求 通 解 当 zs->0 时 


的 行为 ( 即 3 2 
CD y+ 六 (2) ee 
(3) y 一 二 9 一 VE (4) yi 二 Y= ~ 一 一 . 
4 求解 , 
dy mw， 9 dy 1 | 
(1) tb TE, (2) I 2 


5* 设 y=9(2) 和 Y= 由 (T) 分 别 是 线性 微分 方程 9 于 D 23 一 了 (和 
yp(2)y 二 9(z) 的 解 。， 试 证 y= 人 C2) 十 由 {2) 是 线性 微分 方程 
pL)Y= 了 (2) 9(Y) 的 解 . 

人 设 Y=9(z) 满 足 微 分 不 等 式 

3 oh (wD), 


Fr) <p es (z=:0). 
[提示 : 参考 线性 微分 方程 利用 积分 因子 的 解法 ,并 有 旦 注意 对 
不 等 式 ( 从 0 到 zz) 取 积 分 有 什么 性 质 .] 
7* 设 线性 微分 方程 式 为 


CE 3 


a 
至 +ar=FG)， 


其 中 党 数 &>0， 连 续 函 数 Ft2) 是 以 2% 为 冰期 的 局 期 函 救 ( 即 
了 十 20 二 f(t) 对 一 切 寺 都 成 立 )， 试 求 这 微分 方程 的 一 个 以 2 
为 周期 的 周期 解 ,并且 证 明 它 是 唯一 的 


-0 


第 三 节 初等 变换 


广 上 面 两 节 中 上 扬 讲 的 变量 分 离 的 微分 方程 和 线 任 微 分 方 
和 起 可 以 用 初等 积分 法 求解 的 标准 方程 ， 在 微分 方程 的 应 用 
中 , 出 现 的 方程 十 多 种 多 样 的 , 如 采 我 们 能 够 找到 一 种 初等 的 
变换 , 把 有 关 的 微分 方程 化 到 上 述 两 入 标准 方 程 之 一 , 那么 原 
来 的 微分 方程 也 就 得 镍 了 ， 至 于 怎样 找到 这 种 初等 变换 ， 却 
汛 常规 可 循 ,只 能 说 是 熟 能 生 巧 ， 在 这 一 节 中 ,我 们 间 读 者 
介绍 几 个 及 发 性 的 变换 (包括 一 些 习 题 )， 


3.1 齐 次 方 各 
定义 “ 设 微分 方程 
y' =f(%, Y) (D) 
右 端的 函数 f(z, 9) 可 以 改写 为 Ws 的 函数 上 (全 )， 则 称 方 
程 (了 为 齐 浆 方程 


例如 ,微分 方程 
a YY 
4 


dy wy Aan 十 六 
-loge—logg. (wy) dtm dy— 0 
可 以 分 别 改 写成 


帮 
dy 1T_ 由 dr Ey ? 
肖 


所 以 它们 都 是 齐 次 方程 ， 而 微分 方程 
yY 一 zsgin 生 和 y=- 

基 不 是 齐 次 方程 

读者 须要 注意 ， 这 里 说 的 齐 次 方程 与 上 一 节 中 潮 的 齐 次 
线性 方程 不 是 一 回 事 。 例如 ， 多 一 志 是 齐 次 线性 微分 方程 
而 不 是 本 节 所 说 的 齐 次 方程 ; 又 y 一 一 log 是 齐 次 方程 而 
不 是 齐 次 线性 微分 方程 

解法 、 设 (1) 是 齐 次 方程 ， 我 们 首先 把 它 改 写成 


9) 四 


4 一 疙 (或 y=zw)， (3) 
这 里 忌 是 新 的 未 知 函数 ， 把 变换 (3) 代 入 齐 次 方程 (2), 得 到 
du Ps 
wu=h(), 


然后 作 变 换 


dr 
出 焉 推出 
Gu _ hlw)—u 
dz ¢ 


这 是 一 个 变量 分 离 的 方程 ， 因 此 可 以 按 第 一 节 中 的 分 离 变量 
法 求 出 它 的 通 积分 , 再 通过 变换 (3), 得 到 方程 (2) 的 通 积 分 , 
【例题 1 求解 


wy 
这 是 一 个 齐 次 方程 , 它 可 改写 成 
1 十 


YY 


Qu ， i 十 包 
a 
把 它 化 简 成 
dw 1 i+ 


两 边 取 不 定 积分 , 推 得 
arctgu—log Mi+w =10glzx| ~ 


~-lo0 (0O>0. 


(这 里 把 积分 任意 常数 写成 一 logC 完全 是 为 了 使 了 面 的 结果 


变 得 比较 简便 , ) 再 去 掉 对 数 , 就 得 


1z| 。 “IT 一 Cesretgd 


因为 y=zw， 所 以 我 们 得 到 齐 次 方程 ( 罗 的 通 积分 为 


ez 2 


(号 


如 果 用 极 坐 标 +==7cos0, y=7sin9， 则 (5) 变 成 +=0Oe, 
由 此 可 见 , 齐 次 方程 (由 的 积分 曲线 都 是 螺旋 曲线 . 


【例题 2 探照灯 的 反光 划 
面 ， 设 所 求 的 曲面 是 由 曲线 y= 
yw) 绕 % 轴 旋转 而 成 的 (参看 图 
2-6), 并 设 光源 位 于 原点 0, 而 以 
Plz，9) 表示 曲线 y=y(z) 上 的 
动 点 ， 以 PQ 未 示 曲 线 在 卫 点 的 
切线 . 

我 们 锋 要 上 自 光源 0 发 出 的 光 


图 25 


线 经 反光 曲面 反射 而 成 平行 于 z 轴 的 光束 . 由 光学 的 反射 定 


律 〈 即 光线 的 入 射 角 等 于 反射 前) 排出 < 一 G. 再 由 平行 直线 
的 词 位 角 推 盟 y=a+TB=26， 而 切线 了 RQ 的 斜率 为 多 8 一 of 
半径 07 的 斜率 为 霹 Y 一 9/%、， 所 以 根据 三 角 公式 


tgy -tg28-. Eh 


1- te:B? 
:由 A 
推出 pe 1— (or )? 
峙 此 不 难 解 及 
es 1+(2) 


或 


yi+(s). (1) 
注意 , 只 要 把 y 换 成 y, 方程 (7) 就 变 成 (6) ， 因 此 , 不 妨 只 
讨论 (6)， 它 是 一 个 齐 次 方程 
匀 方 程 (6) 的 形式 , 把 > 看 作 y 的 未 知 西数 比较 方便 ， 所 
以 把 (8) 写成 
i (8) 


令 小 = de. 代入 上 式 ， 得 


du 1 
yo 
从 而 得 到 y BVITE, 
再 分 离 变量 ,得 
ey 
Mi OY 


取 不 定 积分 ,得 到 通 积分 
log (w+ V1itw)=1ogy--logO, 


一 习 4 一 


亦 即 

十 十 记 =Cy， (9) 
因为 4 十 Yi 十 全 与 w 一 人 二 请 的 乘积 等 于 一 二 所 以 由 (9) 
可 得 


erp 10) 
ww— A lw Oy {10) 


把 (9) 式 和 (10) 式 的 两 端 分 别 相 加 , 得 
i 1 
u(y 二 
再 利用 关系 式 4=-w/y, 则 得 到 方程 (8) 的 通 解 为 


其 中 Cs0) 是 任意 常数 ， 这 是 抛物 线 的 方程 , 容易 涟 出 它 的 
图 形 ( 图 2-6)， 这 就 说 明子 为 什么 探照灯 的 反光 镜面 须要 做 
成 旋转 的 抛物 面 . 


写 . 呈 ”二 次 方程 
定义 ” 设 一 阶 微分 方程 
y=f(r, 功 (132) 
的 右 端 前 数 了 (%, 胡 关 于 基 一 个 二 次 的 多 项 式 , 则 称 微 分 方 
程 (12) 为 二 次 方程 . 
根据 定义 ,二 次 方程 的 一 般 形 式 可 以 与 成 
y =p + 92)Y+ rw). (18) 
这 里 设 系 数 函 数 p(x)，g(z) 和 了 (2) 是 区 闻 &<%<<8 .上 已 知 
的 连续 函数 , 而 目 9(z) 关 0. 在 文献 中 ; 二 次 方程 (13) 通 常 叫 
作 袭 卡 提 (Ricoati) 方 程 ， 黎 卡 提 方程 是 非 线性 的 微分 方程 . 
在 第 二 节 申 , 已 经 介绍 了 线性 微分 方程 的 解法 ， 但 是 , 能 
够 提供 的 非 线 性 微分 方程 的 求解 法 是 不 多 的 。 由 于 二 次 方程 


( 黎 卡 提 方 程 ) 在 形式 上 是 最 简单 揭 非 线性 微分 方程 ， 而 且 它 
与 以 后 将 要 讲 到 的 二 阶 线 性 齐 次 微分 方程 有 密切 的 联系 ， 记 
以 在 历史 上 对 它 有 比较 多 的 研究 ， 但 由 于 篇 幅 所 痕 , 我 们 不 
能 详细 讲述 了 ， 在 这 里 只 是 为 了 向 读者 介绍 一 点 历史 知识 和 
作 变 换 的 技巧 , 闭 便 证 明 干 面 两 个 命题 ， 
命题 1 设 已 知 黎 卡 提 方 程 (183) 的 一 个 特 解 y=p(2)， 
则 可 求 得 它 的 通 解 . | 
【证 明 】 对 黎 卡 提 方 程 43) 作 变换 
Y=u+p(2). (14) 
其 中 尺 是 新 的 未 知 函 数 ( 不 妨 设 类 0), 代入 方程 (13), 得 
+g(%) =p(2) [w+29 2)u +p (2)] 
+9(%) [ug (2)] +r (em), (15) 
由 于 y= 9p(z) 是 (18) 的 解 , 即 
9 (2) = Pe) 22 二 CO)， 二: 
在 方程 (35) 的 两 边 消去 与 此 相应 的 项 , 就 得 
w= [2p(%) gz) + qs) ut pe), 
这 是 一 个 贝 努 里 (Bernoujlii) 方 程 。 再 用 名 除 上 式 两 端 ; 即 得 
ww 一 [2D05) PP(2) + qv) lu + p(s). 
对 于 熟悉 简单 导数 公式 的 读者 , 容易 想到 作 下 面 的 变换 ; 
下 se 
A (16) 
代入 上 式 , 得 
[22D(02) .9(%) 十 gz 十 2 。 
这 是 一 个 线性 微分 方程 ,我 们 能 够 求 出 它 的 通 解 . 再 出 变换 
(16) 和 (14)， 就 得 到 黎 卡 提 方程 (18) 人 
给 读 考 自己 去 完成 )，3 
命题 2 设 黎 卡 提 方 程 
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vy + ba = av™ (17) 
其 中 加 2 0 都 是 常数 ， 且 设 60, 又 设 o0 gz 头 0， 那么 
在 某 一 个 用 初等 函数 表达 的 变换 下 ， 微 分 方程 (17) 能 够 化 到 
变量 分 离 的 形式 当 且 仅 当 ( 即 充分 和 必要 条 件 ) 


Pr 一 - 一 4 4 一 Ee 
CY ed A i 


【证 明 】 对 于 这 个 命题 中 必要 性 的 证 明 ， 和 要 
学 工具 已 超出 本 书 的 范围 ,所 以 这 里 就 不 证 了 . 

现在 只 证 充分 性 ;不妨 令 5=1( 为 什么 ?), 即 得 

4 + = ae™, (18) 
车 m=0, 则 有 凡 =e 一 妇 ， 它 是 一 个 变量 分 离 的 方程 ; 
若 m= 一 2 作 变 换 
¢ = wy, 
其 中 > 是 新 的 未 知 函 数 . 由 (18) 推 得 
z 一 二 (ac 二 2 一 和 2) 。 

这 也 是 一 个 变量 分 离 的 方程 


车 mn 一 作 变 换 


和 十? 
一 三 一 了 
WE ™ » Ys | (19) 
其 中 上 和光 分别 是 新 的 自 变 量 和 未 知 函 数 ， 由 (18) 推 得 
a 好 
其 中 n= 一 弦 / (2k 一 1). 再 作 变 换 
6- 工 人 1 一 上 一 Mt | (21) 


其 中 和。 又 是 新 的 变量 , 则 (20) 变 成 
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-2 二 ! 2 
dt m+)? 2 C22) 


其 中 l= 一 4C4 一 了 D/[2(% 一 1) ++ 妨 ， 由 此 不 难看 出 ,方程 (232) 
与 (48) 是 属 同 一 种 类 型 的 ， 比 较 
4(k—1) 

-a i) 二 
的 差别 ， 就 可 知道 ， 只 要 上 述 过 程 重复 次 后 ， 就 能 把 方程 
(18) 化 到 m=0 0 的 情形 . 

六 4 二 远近 ， 此 时 只 要 注意 到 它 属于 方程 (20) 的 情 
形 ， 因此 可 以 化 到 方 各 (22)， 从 而 化 到 mn 一 0 ( 即 得 变量 分 
离 ) 的 情形 ， 

总 结 以 上 各 种 情形 ， 就 完成 了 命题 中 关于 充分 性 的 证 
明 , 了 

命题 2 就 是 竹本 章 开 头 提 到 的 刘 维 尔 有 名 的 工作 ， 它 告 
诉 我 们 ， 黎 卡 提 方 程 ! 一 空 二 只 ( 即 某 布 尼 兹 提出 求解 的 方 
程 ) 不 可 能 通过 初等 变换 求解 . 


习 题 2.8 
1 求解 下 列 方程 
(DD) y= (2+ L (2) y= Ve 2); 
(3) (3my+y davt (vtyay 0. 
2. 求解 下 列 方程 
y=- (2) sy y+ = 4 


E 提 示 : 先 找 一 个 特 解 . ] 
3,， 求解 贝 努 里 方程 ; 
六 DCNY 二 9(2)y” 《常数 4 才 0, 7) 
[提示 : 先 用 妇 除 ,再 考 席 作 变换 . ] 
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&，、 试 把 二 阶 微分 方程 


2 oo ary 一 0 


化 成 一个 黎 卡 提 方 程 ,[ 提 示 : 令 g 一 es, 其 中 心 是 新 的 未 知 通 数 


CT 


， 利 用 变换 , 求解 下 列 方程 . 
《1) ¥ =cos(r—Y); C2) Cet Y= 
dy _ rw- YYVY . 
(3) 328 -区 Aar 了 十 访 » (4) 1? Y= or A oy) 二 


(5) 20 -ap=z 二 1 (a 是 常数 ): 

(6) gf eosy-t Taing cos29 一 Sinsi 

ny WY -+5, EA nL 

《7 Dr 一 3 一 于: [提示 : 于 X=€ 5 , Y= +R, 其 中 志和 7 
是 狐 的 变量, 天 和 大 是 待定 常数 ,使 新 方程 可 解 ,] 

(8) 《72 十 1 一 0 ~ -2z( 加 一气 


(9) (gy —x) i 伟 = VIT)3 .[ 提 示 ! 令 z 一 te&y 二 纪 .1 


A 


.讨论 下 列 微 分 方程 的 解法 


《1 人 /一 oar 十 098 二 cf; 


GD /2 十 扣 )】 (其 中 qu ao ciGi= 卫 3 都 是 第 数 )， 


， 求 一 由 线 , 使 得 这 这 上 曲线 上 任 一 点 卫 的 切线 BQ 与 向 径 人 EB 的 交角 


等 于 45°, 


+ 求解 可 分 方程 


fot)at=npts), 
其 中 常数 姑 0，p 是 来 知 函数 《 它 出 现在 积分 号 下 ， 故 名 积分 方 
程 )，[ 提 示 : 令 ya) 一 "p(w)du， 再 设法 把 上 述 积分 方程 化 县 一 


“个 微分 方程 .] 


第 四 节 恰当 方程 
在 前 几 节 中 ， 我 们 在 求解 微分 方程 时 得 到 的 通 积分 往往 
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可 以 写成 如 下 的 形式 
${r, YW =O. (1) 
例如 ,在 圭一 节 中 方程 (的 通 积 分 (5) 可 以 写成 
MRT "0 

现在 有 反 过 来 看 一 看 ， 是 否 能 从 (1) 得 到 什么 新 的 东西 ? 假设 
中 Cz, 奶 是 充分 光滑 的 二 元 函数 ， 而 且 由 (四 确定 了 y 是 2 的 
光滑 的 隐 函 数 , 那么 由 (了 求 导 数 , 得 到 

felt, DTP DY =0. (2) 
显然 , 方程 (2) 是 一 个 微分 方程 , 它 的 解 ( 通 积分 ) 由 ( 耳 给 出 
(其 中 0O 是 任意 常数 ). 


设 给 定 微 分 方程 
Mr, 力士 Wo WY =0, (3) 

如 果 存 在 一 个 函数 %(z， 急 ， 使 得 
plz, WD M8, 9, P=N(%, W. (4) 


在 这 种 情形 ,我 们 称 微分 方程 (3) 为 恰当 方程 ， 
设 y=y(w) 是 恰当 方程 (3) 的 任 一 个 解 , 则 有 
0= M(x, ye)) FN (e, ye) Y Co) 
=—$o(r, YL)) + Pyle, YP))Y (z) 


= br, yw))]. 


从 而 , yy(w) 满 足 隐 函数 方程 
中 (2 Y) = 
其 中 是 蘑 个 依 问 于 a O=$ (ro, Yo), 
Yo~ Y{ro) ). 
因此 ， 恰 当 方 程 (3) 的 解 等 价 于 函数 方程 (的 和 解 ， 亦 即 
( 耻 是 恰当 方程 (3) 的 通 积 分 ， 
在 应 用 上 ,有 时 把 方程 (3) 写成 更 对 称 的 形式 
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M(x, Wd tN Gs, yady=0. (5) 

【例题 1】 求解 

ro dw- Br? oy dy = 0. 

由 观察 法 , 我 们 看 到 这 方程 的 左 端 恰好 是 函数 =229 的 
全 微分 ( 亦 即 虹 = 2z35, 可 = 323y)， 因 此 ,得 zy) =0, 从 
而 它 的 通 积 分 为 

w=0. 

对 于 这 个 简单 的 例题 ， 由 于 我 们 很 容易 地 看 到 了 微分 方 
程 的 左 端 恰好 是 函数 $=w3y: 的 全 微分 ， 记 以 知道 它 是 恰当 
方程 , 则 时 找到 了 它 的 通 积分 ， 面 对 于 比较 复 洒 的 方程 , 就 不 
可 能 如 此 硕 利 地 进行 了 ， 下 述 定 理 提 供 了 一 个 解决 恰当 方程 . 
的 一 般 程序 ， 

定理 设 函 数 开 (2, 急 与 六 (2 甸 在 区 域 

B. a<w<B, YY<y<8 
上 连续 , 且 有 连续 的 一 阶 偏 导数 到 与 Ye， 出 方程 


M(%, PW +N(z, DY =0 (6) 
是 一 个 恰当 方程 的 充 要 条 件 为 
Mw, Y) — Ns Cv, Y) 【六 
在 吾 内 处 处 成 立 . 也 就 是 说 ， 条 件 47) 是 存在 一 个 满足 关系 
{4) 的 函数 $(%, 9y) 的 充 要 条 件 ， 


【证 明 】 必要 性 ; 设 在 在 一 个 满足 (4), 即 
B=, ,DN(s, y) 
的 通 数 四 (w, g)， 亦 即 (6) 是 恰当 方程 。 由 此 , 我 们 再 计算 一 
叭 偏 导 数 型 和 六， 得 到 
My= pry Ns= ys. (8) 
由 M5 入 ;的 连续 性 假设 推出 , $vy 和 出 s 是 连续 的 ， 因 此 ， 
中 wy 由 zs， 从 而 出 (8) 推出 (站 成 立 ， 
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充分 性 ， 设 函数 开 (z, 殷 和 (> 轨 满 中 条 件 (7)， 我 们 
要 证 明 (6) 是 论 当 方程 ,如 要 构造 一 个 函数 由 一 %(z, 的， 使 得 
(4) 式 成 立 ， 由 ( 仿 的 第 一 个 等 式 和 = 了 L(w, 中 ,把 y 看 成 参 
数 , 我 们 对 % 进行 积分 , 得 到 
$e, D = Mh, WA). C9) 
函数 业 (y) 是 任意 的 ， 它 关于 变量 “起 着 常量 的 作用 ， 这 样 ， 
说 得 此 = NM (z, 巷 ， 现 在 须 疲 证 明 , 具 要 适当 选取 业 ( 失 ,就 
可 以 使 得 物 一 入 (Cz, 的 ， 
由 (9), 得 
PO db 二 ea 
-| MC dt | ad tt 
= +. 
利用 条件 (7), 得 到 
0 
,= (ws, Yay + ay 
一 六 (人 y) —N(wo, Y) + 有 
为 了 全 吧 = W(z, 9) 能 名 成立 ,只 要 令 
Ne y), 
亦 即 只 要 选取 
by) -| (vo, YI Ay. 
这 样 一 来 , 就 构成 了 一 个 满足 关系 式 (分 的 函数 
ble, WD=) MG Dazth Naw Wy, 10) 
其 中 初始 点 (zo, sp) ER, 从 而 得 到 恰当 方程 (6) 的 通 积 分 


一 42 -一 


(Me, 9) dwt | Ne Wdy=0. 
总 结 以 上 讨论 , 定理 证 完了 


【例题 2 求解 
(yeose- ove oe- (sint -rer 3) d= 0 (11) 
因为 NM eos t+ 2eer = Ns, 


所 坟 (11) 是 恰当 方程 ， 从 而 存在 油 数 $(z, 奶 , 满足 
he=yeosz+ ave, hy— sined we 2, 
对 “积分 第 一 式 , 得 
p= ysinz ee ty 
其 中 必 扫 是 待定 函数 ， 再 把 由 代入 上 面 的 第 二 式 , 即 得 


Sjntw-t .wer + 邮 = Hin 人 wd 
dy 
由 此 得 到 时 -2 
从 而 推 得 由 (9 =2y {这 里 省 格 了 加 积分 常数 ， 由 下 面 通 积 分 
的 形式 可 知 , 这 样 并 不 损害 一 般 性 》， 记 以 
bla, 骨 一 328ino 二 ocx 二 29; 
从 而 恰当 方程 (11) 的 通 积 分 为 . 
Ynw + oy -| 2g =- CO. (12) 
在 实践 上 ， 通 常用 观察 法 凌 全 微分 的 方法 求解 恰当 方程 
是 很 方便 指 . .例如 , 对 于 恰当 方程 (1 世 的 左 端 , 可 以 把 它 痰 成 
一 个 全 微分 的 形式 
(ycosvw +2wer ds -- sins we 2) a 
一 (gco08goG2 十 Sn2y0g) + (2rerd2-} weg) -| 20y 
= (yasinz-tginvay) -| (esaw? + waer) -207 
= (yanv) +adlee) +0(2y) 
=—0(ysine -we 2g), 


由 (11), 得 ”ad(ysinz+v?e’+2y) =0, 
从 而 ysin¢tere! t+2y=0O. 
它 与 通 积分 (12) 一 致 . 

【例题 3] 求解 


(8xza 十 2zg) 十 (z 十 色 ) 驰 - 0. (18) 


假设 存在 函数 四 (w, )， 满足 
$=32 tory, +, 
积分 第 一 式 ,得 
由 一 中 二 2 十 由 (9 
再 代入 第 二 式 , 得 到 
PHY 一 2 十 儿 ， 
即 
山 ( 扩 一 十 久 一 全 (14) 
由 于 (14) 的 左 端 由 (9) 与 无 关 , 而 右 端 却 与 有关， 这 古巴 
盾 的 ， 这 是 怎么 一 回 事 呢 8 原来 对 于 方程 (18)， 有 My= 2z 
与 一 1 因而 My 关 N2 即 (18) 不 是 恰当 方程 。 自然 对 它 
不 能 采用 与 上 述 恰当 方程 相同 的 解法 . 
最 后 ,我 们 顺便 指出 , 在 求解 恰当 方程 时 ,主要 是 构造 一 
个 满足 关系 式 (4) 的 函数 由 (> Y)， 这 实际 上 就 是 场 论 中 的 位 
势 问题 ， 在 单 连通 区 域 R 上 条 件 (7) 保 证 了 线 积 分 
$l 及 -| Mo, Wart Ne, Woy C16) 
与 积分 的 路 径 无 关 ， 因 此 ， 公 式 (15) 规 定 了 一 个 单 值 的 函数 
$$(z， 邹 ， 而 在 公式 〈10) 中 所 取 的 积分 路 径 仅仅 是 一 个 简单 
的 路 径 。 如 果 区 域 不 是 单 连 通 的， 那么 一 般 说 来 $(%, 及 可 
能 是 多 值 的 ， 例 如 , 对 于 方程 
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ray— yds _ 
六 十 钙 
徐 易 验证 条 件 ( 纪 在 非 单 连通 区 域 
Ro: 0<o+ ol 


0, 


| YN ray— yd 
4 (aro 包 ) 巡 十 殷 ? 


所 以 我 们 得 到 $(z, 仿 =axrc 娩 二 ， 它 在 区 域 Ro 上 是 一 个 多 


值 的 函数 ， (实际 上 ,这 里 的 (2, 分 就 是 变 点 P(o,， 分 前 幅 
角 ， 因 此 当 变 点 卫 在 Bo 内 逆 时 针 绕 原点 转 一 圈 时 ,由 (2, 切 
的 值 就 要 增加 2x. ) 


习 题 2.4 


判别 下 列 | 方程 是 否 为 恰当 方程 ; 并 且 对 恰当 方程 求解 ， 
~ (2z+8)+ (2y—2)y =0. 

. (2z+4y)+ (22—2y)y'=0, 
(artiwy)dr+i+ bri+Yy dy =0. 

(ar— by dr+ or—eyady=0 LF. 

» (9m3-Fy—1)— (dy—2)y =0. 
(22y+22Y + (2m 2y) =0. | 

(ersiny ~2ysin wydr-t Cercosy+2cosm)ady =0. 

. (essing 3y) dr (3r—esing) y=0, 

. Ra 


Ce 


ww pn 


i 
心 


第 五 节 积分 因子 
我 们 在 上 一 节 中 讲 了 恰当 方程 的 求解 法 ， 在 这 一 节 中 终 
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讲述 如 何 把 基 些 微分 方程 化 成 恰当 方程 . 
设 微分 方程 
Jo yavrt+ Nr, yay=0 (1) 
不 是 恰当 方程 ,我 们 要 找 一 个 函数 j=j(z, (天 0), 使 得 它 
乘 方程 ( 扫 的 两 边 之 后 , 得 到 一 个 恰当 方程 


wMaztwNdy=0, (2) 
即 要 求 充 要 条 和 件 
(NY = 部 (uAf) (8) 


成 立 ， 这 时 ， 画 数 jy(%, 仍 称 为 微分 方程 (1) 的 一 个 积分 国 
Ws 


因为 方程 (1) 和 2) 是 等 价 的 ， 所 以 ， 可 果 能 够 找到 方 笠 
(了 的 一 个 积分 因子 ,那么 它 的 求解 问题 就 能 得 到 解决 了 .但 
是 ,一般 而 言 , 求 积分 因子 p(w, 幼 的 问题 , 如 条 件 (3) 所 发 示 
的 那样 ,是 一 个 偏 微分 方程 的 求解 问题 ， 以 后 我 们 将 会 知道 ， 
这 后 一 问题 实际 上 与 方程 (4) 的 求解 问题 是 等 价 的 ， 所 以 求 
积分 因子 这 种 方法 在 实践 二 也 只 适用 于 某 些 特殊 类 型 的 微分 
方程 , 而 不 是 对 任何 方程 都 是 有 效 的 , 

设 微 分 方程 (全 有 一 个 只 与 终 有 关 的 积分 因子 , 则 由 充 要 
条 件 避 ) 捧 出 


dualw) /OM NY 
a 一 本 3 ) MC), 
或 
OM(x, y) EN(w, 从 
1 dy 0 (4) 
WY) de Nw, 二 . 


由 于 这 等 式 的 左 端 只 依赖 于 %， 而 与 y 无 关 ， 所 以 微分 方程 
(了 有 一 个 只 依赖 于 4% 的 积分 因子 的 必要 条 件 是 表达 式 
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OM ix, y} 2N(%, 
Oy ox 
Nr, y) 
只 依 闵 于 x, 而 与 9y 尖 关 . 
反之 ， 讽 表达 式 全) 只 依赖 于 x， 而 当 y 光 关 ; 我 们 用 
G(2) 表 未 它 ， 参 考 (各, 邻 


(5) 


从 调 推 得 


i 
} ,0s 


(8)}=6 (6) 

是 微分 方程 (1) 的 一 个 积分 因子 ， 把 工 述 推导 归纳 成 一 个 定 
理 

定理 1 第 分 方程 (有 一 个 哄 依赖 于 “的 积分 因子 的 
必要 和 充分 条 件 是 , 表达 式 (可 具 依赖 于 4 谭 与 y 无 关 ; 面 且 
设 表达 式 (5) 等于 Q(z), 则 (8) 中 的 yx(2) 是 微分 方程 (D) 的 一 
个 积分 因子 . 

同样 ,可 以 推出 下 面 的 定理 

定理 2 微分 方程 (D) 有 -一 个 具 依赖 于 Y 的 积分 因子 的 
必要 和 充分 条 件 是 : 表达 式 

1 /ey ou 7 
i Br Oy )- 工 人) 

只 依赖 于 纺 而 且 此 果 RD = oo 是 微分 方程 四 的 一 
个 积分 因子 

【例题 六 ”求解 


(32z4 十 近 )ar 十 (对 十 ec 一 0. (7) 
我 们 算出 
1 ( oN ON )= (BwH2) — (224D 1 
N\ oy Or dy 


与 y 无 关 ， 因 此 , 由 (6) 推 得 方程 (7) 的 一 个 积分 因子 
WF) =%. 

所 以 用 性 =z 乘 方程 47) 之 后 , 得 到 一 个 恰当 方程 

(Bg ey ds 0 gg) dy = (8) 
对 于 方程 (8), 我 们 可 利用 观察 法 得 到 ， 

4322- 十 5 十 四 人 

= (B82yadr tvsdy) Fay (yar wy) 

= (yd + widy) (wy) dvy) 

一 过 [y+ ay)’ | =0. 
从 而 得 到 通 积 分 


Yi 十 Fy =0. 


我 们 在 这 里 指出 ， 用 积分 因子 的 观点 可 以 统一 前 几 节 所 
讲 的 各 种 初等 积分 法 ， 例 如 : 
1) 变量 分 离 的 方程 
A(2)'B(y)d+ 0) Dy) dy=0 
有 积分 因子 z 
po 9) Bry-Oy (BW Oe) 0) 
2) 一 阶 线 性 微分 方程 
y 十 Da09 一 9 (0) 


有 积分 因子 p= of 
8) 齐 次 方程 
有 积分 因子 
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bs [2 (EE)-y#0]. 


(请 读者 自己 验证 . ) 

求 积 分 因子 的 方法 须要 灵活 运用 ， 下 面 举 一 个 用 观察 法 
求 积分 因子 的 例子 ， 

【例题 2】 求解 - 

(+Aart(y~—%)ady=0. 
因为 
(+drt y— zay 
= (wdz+ ydy) — (vay — yds) 


-地 dnt — (ety darotg 和 , 
所 以 容易 看 到 hp 一 5 是 一 个 积分 因 于 ; 用 它 滋 微分 方程 
(9), 得 z 
Wr m+) d+ YD) Ny 
1 dP YY 
A i darcte 多 0. 
因此 , 得 到 方程 (9) 的 通 积分 为 
Jog w 2 ~arotg 和 一 1ogO 
或 
AM 十 急 = Core 和 
(参看 第 三 节 的 例题 1(5))， 
习 题 2.5 


1. 用 积分 因子 求解 下 烈 方程 
(1) (92 +2my ty)art Ct) dy =0; 
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(2) 久 一 6 二 9/ 一 了 和 
(3) d+(S- sing ) dy:=0; 


(4) gdz + (2 — eAy=0, 
(60) dzwt (eetgy -2ytsoy ady= 0, 


《6) (az+) os 过 dy=0, 


等 证 明 微 分 方程 ax-t Nay 0 有形 如 j=lz: 拉 的 积分 因子 的 帘 
受 条 件 是 : 
eA Ca 
a yy 本 
TH Fle°Y) 


只 依 闽 于 乘积 (w: 兴 ). 


第 六 节 ” 几 个 杂 例 


一 阶 微分 方程 的 应 用 范 国 本 来 是 很 广泛 的 ， 我 们 在 这 一 节 中 收集 
了 几 个 有 一 定 代表 性 的 杂 例 ， 

【例题 1 或 一 电线 旋 的 正 交 胃 线 族 ， 

形式 如 

pls, y, 0=0 OD 
的 方程 通常 确定 了 一 人 以 C 为 参数 的 曲线 族 。 对 于 参数 0 的 每 个 特定 
值 (在 允许 的 范围 内 )， 由 (了 确定 一 条 曲线 ， 象 我 们 已 经 知道 的 那样， 
一 价 微分 方程 的 通 积分 (或 通 解 ) 就 是 这 样 的 曲线 族 (积分 晶 线 族 )， 

现在 ,我 们 再 考虑 第 二 个 曲线 族 

(zw, yD =D, (2) 
这 里 厂 是 参数 ， 如 采 曲 线 族 (了 的 任 一 条 曲线 与 曲线 族 (8) 的 任 一 条 曲 
线 都 相交 , 而 且 互 相 正 交 { 池 它们 在 交点 的 切线 是 互相 尉 直 移 ), 那么 有 瘟 
线 族 CD 条 ( 殷 吗 作 互 为 正 交 轨 钱 族 ， 

大 家 比较 熟悉 的 正 交 轨 线 族 的 例子 有 ， 在 平面 直角 坐标 系 中 分 别 
与 举 标 轴 平 行 的 两 组 平行 直线 族 ( 即 z=0 和 y= 加 以 及 在 极 举 标 系 中 
的 恒心 为 族 和 径 向 射线 族 ( 即 7=0 和 6= 人 好。 一 般 地 说 ， 两 个 互相 正 
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交 的 曲线 族 往往 可 用 作 坐 标 系 。 在 某 些 鞠 理 与 力学 问题 中 ， 正 交 轨 线 
族 有 重要 的 意义 , 例如 在 静电 场 中 的 电力 线 获 与 革 执 发 族 等 ， 

对 于 一 个 给 定 的 曲线 族人 也， 怎样 确定 它 的 正 交 雪 线 族 了 呢 ? 这 里 主 
训 用 浏 的 论据 是 ， 靖 条 正 交 的 平面 曲线 在 交点 的 斜率 互 为 负 倒 数 ， 为 
了 求 昌 线 族 (DD 的 任 一 曲线 的 斜率 , 我 们 对 隐 阔 数 (1) 求 导数 ,就 得 到 


bm y, OFE Cs, Y, 0 下 2 


(型 ) = y, O/Ce, gy, 0), C8) 


这 里 的 足 标 (了 表示 这 种 导数 是 对 曲线 族 (1) 计 算 的 ; 而 县 设 

pb, y, OO FO 
雯 谈 指 出 ,在 公式 (3) 中 , 右 端 弃 依 赖 寺 xz, y, 又 可 能 依赖 于 参数 0, 它 在 
宕 面 上 似乎 还 是 不 确定 的 ， 但 是 , 我 们 不 要 忘记 式 子 CL)， 倪 各, 设 从 
(DD 式 解 出 C=wu(%, 护 , 表 代 入 公式 C3) 的 右 端 ,就 得 到 一 个 微分 方程 式 


(BR), =, 0)， (9) 


其 中 Hl Dp YE DP, y, ur, #)), 
显然 ，(1 是 微分 方程 ( 约 的 通 积分 . 
为 了 求 曲线 族 (1 的 正 交 轨 线 族 , 用 (他 ) ， 表 示 所 求 正文 舱 线 的 
冬 率 , 那么 由 上 面 提 到 的 论据 , 即 得 
一 工 一 工 Dy 

(号 )。 (六 《 设 五 (z 拉 中 们 。，. 

| Fey | 
因此 , 我 们 得 到 了 一 个 所 求 正 灾 轨 线 满足 的 微分 方 各 


dy ___ 1 
dx HX, YY)° (5) 


再 求 它 的 通 解 , 即 得 则 线 族 C1) 的 正 交 轨 线 族 ， 
价 如 , 求 勿 加 族 , 
8 dz2 十 202=:00 (CG>0) 《0) 
的 正 交 轴线 族 ( 人 参看 图 2-6). 
精 回 族 (6) 的 微分 方程 可 以 由 求 导 数 得 到 ， 即 对 隐 范 数 (6) 求 导数 ， 
得 到 


2z 十 4 开 一 小 


Oy 
或 (2), 加 yy" 
因此 , 所 求 正 交 轨 线 族 的 微分 方程 为 
ar Es 
这 是 一 个 变量 分 离 的 方程 , 从 而 得 
dy _ 2dx 
yy vw" 
取 不 定 积分 , 得 到 
ljog yy 一 0og23-log 加 
或 
Y=. (2 


这 里 五 是 任意 常数 (注意 ,天 可 以 等 于 0 ， 即 y 一 0 也 是 所 求 的 解 )。 了 曲 
线 族 (7) 就 是 椭圆 族 (6) 的 正 交 轨 线 族 ， 当 2x#0 时 ， 曲 线 族 (7 表示 顶 
点 在 原点 的 一 族 抛 物 线 . 

【例题 中 发 射 登 月 体 需 要 多 大 的 初速 ? . 

发 射 登 月 体 需要 有 多 大 的 初速 ?根据 牛顿 的 万 有 引力 定律 , 可 以 对 


这 个 问题 进行 初步 的 分 析 与 估算 ， 为 了 不 使 问题 过 于 复杂 ， 我 们 竺 作 
如 下 理想 化 的 假设 : 

i) 地 球 与 月 球 都 是 完全 的 圆 球 ， 令 它们 的 半径 分 别 为 B, 与 Rm, 
质量 分 别 为 M 与 au 

2) 登 月 体 (火箭 ) 的 质量 为 常量 m, 而 且 在 地 球 表面 上 以 初速 ww 得 
直 向 上 发 射 ,直线 指向 月 球 的 中 心 ， 

3) 不 计 地 球 与 月 球 的 转动 ,也 不 考虑 太阳 与 其 他 星球 的 影响 ; 

4 不 计 空气 的 阻力 . 

参看 图 2-7, 用 直线 联结 
地 球 和 月 球 的 中 心 作为 坐标 
轴 +, 原点 0 取 在 这 直线 和 
地 面 的 交点 ( 即 火箭 的 发 身 
点 ), 并 设 1 轴 的 正 向 指向 月 
球 。 根据 上 面 的 假设 ， 合 月 
体 将 沿 * 灿 作 直线 运动 
此 ， 它 的 运动 规律 可 以 用 它 - 
的 位 置 坐 标 *=r(t) 来 表示 ， 图 27 
而 且 w~ 全 与 o= 2 分 别 表示 速度 和 加 速度 。 根据 牛 略 的 第 二 运动 


定律 ,有 加 3 一 外 力 五 而 这 外 力 一 了 ,二 fs 其 中 所 与 了 分别 表 示 
地 球 与 月 球 对 登 月 体 的 引力 ， 由 牛顿 的 万 有 引力 定律 推出 


me» A ch 这 
fo= On Fo 一 一 他 


3 
其 中 引力 常数 G>>0, 4 是 地 球 表 面 与 月球 表面 之 间 的 距离 ， 因此 我 们 
得 到 登 月 体 的 运动 方程 为 
dv mM, . 1 
yy ey 8) 


由于 po 一 全 ,所 已- 开 一 到， 9 一 0 于 是 方程 (8) 化 成 一 个 一 阶 


a dr at 
的 微分 方程 式 
dy GM, GM 
dr OTR GR 人 


其 中 * 是 自 变 量 ，v 是 未 知 函 数 ， 方程 人 9) 是 一 个 变量 分 离 的 方程 , 可 
直接 对 7 取 不 定 积分 , 得 到 

1 GM GN ， 
ST Re +0. (10) 


再 利用 初始 条 件 


可 确定 常数 C= 了 


从 而 由 (10) 得 到 
1 a _ GM, GM GM GH 
2 
现在 ,我 们 来 求 初速 to, 使 火箭 到 达 中 性 点 7 时 的 速度 为 等 , 即 
ln GCM, GU, _ GM GM, (12) 
32° pth dtRa~r,n LE. d+BRn, 
这 里 所 谓 中 性 点 +。， 指 的 是 地 球 对 登 月 体 的 引力 f, 与 月 球 对 登 月 体 的 
引力 fm 相互 平衡 之 点 , 即 满足 了 .=f 之 点 ,或 
:Me 一 ， Ly , 
en (Cat Rr , Se 


设 9 与 go 分 别 表示 地 球 与 月 球 的 重力 加 速度 , 则 


录 Tn 
亦 灵 
GM =~g Ri GHn= gm Ra. (14} 


再 利用 天 文学 上 的 一 些 近 似 公式 : 

”4 一 386,242 公里 ， 及 ,=6,437 公里 ; 

go 一 yn 一 9.8 米 / 秘 忆 BME Re, 
根据 (13) 可 算出 
~ .1 证 一 
rt 6 DDB]. 

又 由 (12) 得 到 

1 grB? gn'Ri ge:R: gm* 2, 


2 em + 
0 二 a 


2 EE dE, r+R dtR,—?r,’ 
出 此 可 算出 近似 信 | 
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tuW= 世 公里 / 秒 ， 

这 就 是 说 : 为 了 使 登 月 体 到 达 月 了 球 , 就 须要 初速 mo>11.1( 公 里 / 秒 ). 现 
代 的 淡 艇 技术 还 不 能 达到 这 样 高 的 初速 ， 因 此 火 筋 锋 要 在 飞行 的 过 程 
中 不 断 加 速 ， 而 和 且 实 际 的 轨道 也 不 能 是 直线 ， 

【例题 3】 对 我 国人 日 总 nt 

人 口 问 题 是 一 个 役 复 杂 的 生 移 学 和 社会 学 问题 ， 用 数学 方法 来 研 
究 它 ， 还 只 能 说 是 一 种 尝试 ， a 
学 模型 . 

令 p{ 四 表示 其 一 国家 在 时 间 t 的 人 口 总 数 ， 这 衬 ，2( 当然 是 一 
个 不 连续 的 阶 辜 良 数 , 为 了 应 用 微 积 分 的 方法 , 我 们 用 一 个 光谱 的 函数 
近似 地 (插值 代替 它 ,而 把 这 个 光滑 逊 数 仍 记 作 p(t), 再 令 +=r(t, Pp) 
i 如 果 不 考虑 移民 问题 ， 那么 人 局 的 变化 率 


吉 等 于 与 了? 的 乘积 , 即 


C2 =7p, (15) 
最 简单 的 情形 是 假设 等 于 常数 a>0, 于 是 得 
dp 
HP 《16) 
再 考虑 初始 条 件 
?PKt) 一 Do。 C17) 


容易 求 得 初 值 问题 (16) 二 (17) 的 解 为 
PO =poe 各 

它 表 明 , 在 上 述 假 设 下 ,人口 总 数 是 按照 指数 曲线 增长 的 ， 这 也 就 是 马 
尔 萨 斯 人 口 论 的 理论 依据 。 我 们 现在 看 到 ， 这 个 理论 的 依据 是 十 分 贫 
乏 的 , 而 县 事实 上 它 早 波 马克 思 主 义 经 典 作 家 各 社会 实践 所 驳 倒 . 

后 来 , 人们 通过 实验 又 提出 假设 

?=0—pbp, 

其 中 正常 数 g 与 已 叫 作 生命 系数 。 一 些 生 态 学 家 测 得 4 的 自然 值 等 于 
0.029， 而 的 值 依赖 于 各 国 的 社会 经 济 条 件 , 这 样 , 我们 就 得 到 


针 =-(e- ep)p, (18) 
这 是 一 个 变 最 分 离 的 方程, 现在 对 它 求解 如 下 ; 
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Ty 2), 
取 积分 即 得 元 本- 
由 此 得 到 去 bg 二 2 和 一 一 名 
或 log KOH) ~a. (1—to). 
从 而 2 


a—tp Q 一 Dpo“ 
轩 些 解 得 初 值 问题 人 8) 十 (17) 的 解 为 


apoe: ‘t~to) 19 
Dabp bho 下 


据说 , 美国 和 法 国 兽 经 用 这 个 公式 预报 过 人 口 的 变化 , 结果 是 相当 
合 实际 的 ; 而 比利时 则 不 甚 符合， 至 于 这 个 公式 是 否 也 适用 于 中 国 ， 
有 待 于 实践 的 检验 ， 现在 ， 我 们 如 果 也 用 它 来 分 析 我 国人 口 总 数 的 变 
化 趋势 ,那么 由 (19) 不 难看 到 
io- 和 -2 
这 就 是 说 , 我 国人 口 总 数 最 后 将 接近 于 总 数 万 =0.029/b， 现 在 我 们 来 
确定 常 教 b 的 什 ; 
根据 1980 年 5 月 1 日 公布 的 数字 ， 我 国人 口 总 数 在 1979 年 底 为 
97, 092 万 人 ， 而且 我 们 假设 人 口 增长 率 在 全 国 范 围 内 平均 为 干 分 之 
十 , 亦 即 大 致 上 三 容 22 的 平均 值 汶 1%， 则 由 (18) 得 到 
we 4 一 9.7092X108XPD. 
因为 已 知 46=0.029, 所 以 推出 
b~0.019/¢9.7092x 10). 
于 是 N=0.029/b=14.7677 x108 (人 y 
这 就 是 说 , 如 果 我 们 按照 上 述 假设 来 预报 我 国人 口 发 展 的 趋势 ,大概 会 
接近 十 五 亿 人 ， 这 也 是 一 个 不 小 的 数字 ， 如 果 我 们 能 够 通过 计划 生育 
的 玻 策 ， 把 入 口 增长 来 压低 到 千 分 之 五 (或 千 分 之 一 )， 那 么 仿 贸 上述 
计算 可 算出 我 国人 口 总 数 的 趋势 将 是 11.7316 x10?( 或 10,0558 x 103) 
人 ， 
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习 题 2.6 
1， 训 下 列 各 曲线 旋 的 正 交 邹 线 族 ， 
人》 t=0; (2) 23 一心; 
(3) 320y+e=0 (C=>0; (4) z+0%=1, 

8， 求 与 下 列 曲线 族 相交 成 46” 有 的 曲线 旅 
《LU x—2y=0; (2) ry=C, 

3， 逃 移 速 度 ， 设 地 球 的 半径 ~6, 437 公里 ， 地 河上 的 重力 加 速度 
J 一 9.8 米 / 黎 %， 又 设 质 量 为 的 火 身 在 地 面 以 初 束 名 名 直上 逢 ， 
假设 不 计 空气 的 阻尼 和 共 他 任何 星球 的 引力 ， 而 只 考虑 地 球 与 炎 
筑 之 问 的 万 有 引力 ， 试 求 火箭 的 透 逸 速度 , 即 : 使 火 镶 一 去 不 复 还 
的 最 小 的 初速 vo. 

4 在 人 口 问题 的 例题 中 ,对 于 方程 (18) 证 明 , 当 2<- 站 时, 58 是 递 
增 的 ; 当 p> 隐 -时 ,名 是 递 沽 的 ， 


第 二 章 小 结 


熟练 地 掌握 本 章 的 初等 积分 法 是 求解 常 微分 方程 的 基本 
训练. 

1. 对 于 一 个 给 定 的 一 辽 微 分 方程 ， 首 先 要 能 够 判别 它 的 类 
型 (例如 , 它 是 变量 分 离 的 , 或 是 黎 卡 担 的 ， 或 是 其 他 什么 
的 )， 

2. 重点 掌握 分 离 变量 法 和 一 阶 线性 方程 的 积分 因子 求解 
法 ; 再 总 结存 一 些 例题 和 习题 中 出 现 的 初等 变换 (也 包括 
积分 因子 ) 的 技巧 和 思想 方法 ， 

3. 要 善于 处 理 在 解 题 过 程 中 出 现 的 积分 常数 ， 使 得 通 解 的 
形式 比较 简单 ; 间 时 注意 不 要 和 遗漏 其 些 特 解 . 

4， 注 意 一 阶 线 性 和 非 线性 微分 方程 解 的 某 些 不 同 的 特征 ， 


第 三 章 一 一 一 
存在 性 与 唯一 性 定理 


在 前 两 章 中 ， 我 们 已 经 知道 常 微分 方程 的 一 个 重要 课题 
是 求解 . 但 是 我 们 独到 ， 只 有 对 某 些 特殊 类 型 的 微分 方程 可 
议 用 初等 积分 法 求解 , 而 对 于 大 部 分 微分 方程 则 不 能 (甚至 对 
形式 上 是 很 简单 的 微分 方程 ， 例如 菜 布 尼 兹 提出 的 方 鸟 
久 = 六 十 %)， 这 里 自然 产生 一 个 问题 : 不 能 用 初等 积分 法 求 
解 的 微分 方程 是 否 意味 着 它 (或 它 的 初 值 问题 ) 没 有 解 呢 ?y 或 
者 ， 沼 微分 方程 的 一 个 初 值 问题 究竟 在 什么 条 件 下 着 有 解 
的 ， 而 且 是 唯一 的 ? 这 一 章 主要 就 是 从 理论 上 来 解答 这 些 问 
题 . 


第 一 节 ”微分 方程 的 几何 解释 


我 们 知道 ,在 数学 的 讨论 中 经 常 采用 一 些 儿 何 的 解释 , 这 
有 助 于 从 直观 上 理解 问题 和 启发 思考 。 现在 , 我 们 也 对 -一 阶 
微分 方程 
y =f, y) (1) 
作 如 下 的 几何 解释 ， > | 
， 设 y=g(v) 是 微分 方程 (了 ) 的 仔 一 个 解 ， 而 且 它 在 (x, 9) 
平面 上 沁 表 示 的 曲线 ( 即 积 分 曲线 ) 为 工 , 在 积分 曲线 荆 上 任 
取 一 点 Po(xo Wo)， 由 解 的 定义 推出 : 积分 曲 绥 卫 在 Po 点 的 
切线 lo, 的 斜率 为 好 a=9'(z0) 一 f(z0, 9(zo)) 一 oo gop). 从 
这 一 关系 式 ,我 们 注意 到 一 个 重要 的 事实 , 因为 了 (wo, go) 只 岂 


| 


(re, 9 
py 
2 tg c= (eo) mf Cro, Yer) 
ta ee 


本 0, 要 


| 
四 3--1 . 

定 于 Po 点 的 坐标 ， 所 以 在 Po 点 作 积分 曲线 工 的 切线 1p, 财 
并 不 须要 预先 知道 这 条 积分 此 线 是 件 么 ， 因 此 , 我 们 可 以 在 
微分 方程 () 的 定义 区 域 D( 亦 即 画 数 f(x, 9y) 的 定义 区 域 ) 内 
的 每 一 点 作出 积分 曲线 (如 果 存 在 的 话 ) 在 该 点 的 切线 ， 尽 管 
我 们 对 积分 曲线 一 无 所 知 ， 

现在 ,我 们 就 在 区 域内 , 对 每 一 点 Polwo, go) 作 一 得 
小 的 直线 段 lp,, 使 得 它 的 侧 率 为 了 (zo, %)。， 这样, 我 们 就 称 
这 个 区 域 也 联 同 它 在 各 点 的 这 种 小 前 直线 段 ( 叫 线 素 ) 为 微 
分 方程 (了 ) 的 线 素 场 ， 通 常 也 把 上 面 的 直线 段 名 取 忆 一 个 
有 方 各 的 线段 ( 即 向 量 ), 这 时 相应 的 线 素 场 叫 作 方 向 场 。 因 
炙 可 以 说 ,方向 场 也 就 是 有 方向 的 线 素 场 , 它们 没有 本 质 上 的 
差别 . 

一 般 而 言 ,关系 式 F(o, 9) 一 上 确定 一 条 曲线 瑟 ， 显然 ， 
线 素 场 在 曲线 上 各 点 的 线 素 的 斜率 者 等于， 我 们 就 称 
这 种 曲线 I 为 线 素 场 的 等 桂 线 ， 

从 上 面 的 讨论 可 知 , 微分 方程 (了 的 任何 一 条 积分 此 线 在 
各 点 的 切线 应 该 与 线 素 场 在 该 点 的 线 素 相 吻合 ， 另 一 方面 ， 
如 果 在 区 域 卫 内 有 一 条 光滑 的 曲线 Z":9 = 由 (oz)， 它 在 各 点 


的 切线 都 与 线 素 场 在 该 点 的 线 素 易 合 , 亦 即 斜率 风 (e) 与 几 w， 
网 (2)) 相 等 [好 (2) 圭 f(%, 由 (2))]， 那 么 根据 微分 方程 解 的 定 
义 就 知 : 9 一 由 (2) 是 微分 方程 (办 的 一 个 解 , 亦 邑 ZY 是 微分 方 
程 (了 的 一 条 积分 曲线 . 

所 以 , 从 见 何 上 和 看, 求 微 分 方程 ( 贡 经 过 Polzo,g0) 点 的 一 
条 积分 曲线 就 是 在 区 域 也 内 求 一 条 经 过 Po 点 的 曲线 六 使 
得 路 线 8 在 各 点 都 与 线 素 场 在 该 点 的 线 素 相 切 ， 下 面 先 看 几 
个 线 素 场 的 例子 . 

【例题 1】 试 作 微 分 方程 


型 =- -和 (yr0) (2) 
的 线 素 场 . 
在 z08 平面 上 ,， 任 取 一 点 Polwo, yo) (yo 关 0)， 根 据 上 述 
线 素 场 的 作法 ， 我 们 以 
微分 方程 (3) 的 右 端 
函数 在 Po 点 的 函数 
值 一 一 即 为 斜率 ， 
作 一 小 直线 段 加 ,容易 
看 出 ,zc, 与 向 径 OB 是 
互相 垂直 的 (注意 , 0B。 
的 斜率 是 in, 的 斜率 的 
负 倒 数 )， 这样 一 来 ,我 
| 们 就 可 以 比较 简单 地 作 
出 微分 方程 ( 们 的 线 素 
场 ， 如 图 8 3 所 示 。 这 个 线 素 场 的 草图 大 致 上 显示 了 微分 方 
程 人 分 的 积分 曲线 的 轮 序 、 当 然 , 对 于 方程 ( 约 , 我们 可 以 用 初 
等 积分 法 求 出 它 的 积分 曲线 族 为 ze- 上 g 扩 一 o， 下 曾 再 举 一 个 


线 素 场 的 例子 ,关于 它 的 积分 曲 组 我 们 是 不 知道 的 ， 
【例题 3】 求 微 分 方程 


dy 2 
ety (8) 
的 线 素 场 . 
我 们 先 考虑 这 线 素 场 的 等 斜 线 , 即 


De 十 2 二 (常数 产 0), 

这 是 一 族 以 原点 为 中 心 的 同心 辐 ， 在 等 斜 线 L,。 上线 素 场 的 
所 有 线 素 的 斜率 都 等 于 ， 例如, 在 五 (ca3- 急 = 了 上 各 点 线 
素 的 斜率 都 等 于 1 而 在 x 十 旷 二 22 上 各 点 织 索 的 斜率 都 等 
于 4 特别 ,在 原点 ( 对 应 于 大 一 0) 线 素 的 斜率 为 零 ， 所 以 , 利 
用 这 种 等 斜 线 可 以 较 快 地 作出 线 素 场 的 草图 ， 见 图 3-8， 这 
个 图 形 比较 粗糙 地 显示 了 微分 方程 (3) 的 积分 曲线 的 轮廓. 

因此 ， 从 线 素 场 的 几何 直观 来 看 , 我 们 容易 猜测 : 只 要 微 


中 
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分 方程 四 的 线 素 场 分 布 是 规则 的 (例如 , 生计 je, 人力 连 续 地 
变化 ), 那 么 过 区 域 D 内 每 一 点 都 会 有 一 条 积分 曲线 经 过 ; 如 
微分 方程 (1) 满足 初始 条 件 
gf(co = 名 (zo, Yo) ED) (4) 

的 解 是 存在 的 . 

星 在 十 八 志 纪 , 欧 拉 (Euler) 就 根据 这 种 几何 直观 提出 一 
种 用 折线 近似 地 求解 初 值 问 题 (1) -+- (的 方法 一 一 后 人 称 它 
为 欧 拉 折线 法 .下 面 我 们 对 它 作 一 简单 的 介绍 . 

在 第 二 章 中 已 经 提 到 一 般 非 线性 微分 方程 初 值 问题 的 解 
只 是 局 部 存在 的 ; 因此 , 一 般 而 言 , 初 值 问题 人 1) 十 (名 的 解 也 
只 能 在 初始 点 Po(azo yo) 的 附近 存在 , 正如 数学 分 析 中 的 淆 
阔 数 只 能 在 初始 点 的 附近 存在 一 祥 。 为 了 简单 起 见 ， 我 们 不 
妨 以 Po 为 中 心 作 一 矩形 区 域 

R lz-wo<a, 19 一 加 | 委 1. 

取 正 数 &4 与 5 适当 小 , 使 得 CDC 即 BR 包含 在 DD 内 ), 并 且 
只 在 有 内 讨论 初 值 问 题 (1D) 上 (人 D. 

现在 ,我 们 在 4 轴 上 把 区 间 |z 一 wo| 和 分 成 2n 等 分 , 则 
每 等 分 的 长 度 为 = 三 ; 分 点 的 坐标 为 

4 一 0 十 这 人 一 0， 士 1， 士 2，.…， 土 名)， 

注意 , 2%_。 一 40 一 0 与 = 加 十 < 是 两 个 端点 (参考 图 3-4)， 我 
们 从 初始 点 Po 开始 先 向 右 作 一 条 折线 如 下 : 在 Po 点 以 
J(ao, to) 为 斜率 作 一 直线 , 使 它 与 直线 4%=%% 相 交 于 点 
Pi (wm, yn); 取 直 线段 了 Pi 作为 所作 折线 的 第 一 段 ， 胃 在 Pl 
点 以 f(z1, 91) 为 斜率 作 一 直线 ， 使 它 与 直线 4 一 zs 相交 于 点 
了 Ps(wa, Ya); 取 直 线段 PPs 作 为 折线 的 第 二 段 , 如 此 类 推 .在 
一 定 的 条 件 下 ， 可 以 在 如 内 答 到 一 条 扩 线 <PoPiPs…Pa-1Pn》。 


同样 ， 我 们 从 Po 开始 疝 左 作 一 条 折线 《P_.P_ 了 Pa 
了 o>》。 然后 ， 把 这 两 条 折线 联合 成 一 条 折线 SP-aP-nrl “P.，, 
P_iPoPiPa…* 了 ,1Ps)》, 并 且 可 以 把 它 表达 为 

Ys 4 一 oa(O) 《2 一 和 SO<20 士 0)， 
通常 ,?" 称 为 欧 拉 折线 ,并 且 它 可 以 看 作 初 值 问题 人 十 (人 的 
一 个 近似 解 . 的 确 有 许多 实际 问题 可 以 通过 这 种 近似 解 得 到 
令 人 满意 的 解决 ， 


在 喜 观 上 似乎 不 难 想象 ,只 要 允 愈 大 , 欧 拉 折线 的 近似 程 
度 就 愈 高 ， 这 在 理论 上 就 须要 证 明 : 当 m 一 ce 时, y 二 gn(%) 
将 收 全 到 初 值 问 题 (了 D 十 (各 的 真正 的 解 。 但 是 , 一 般 而 言 ， 
y= 二 gn(w) 不 一 定 收 敛 。 关于 这 个 问题 的 进一步 探讨 , 有 兴趣 
的 读者 可 以 参考 王 柔 怀 与 伍 卓 群 编 的 < 常 微分 方程 讲义 2>( 人 
民 教 育 出 版 社 出 版 )。 我 们 在 下 一 节 将 介绍 另 一 种 求 近似 解 
的 方法 一 一 比 卡 (Picard) -逐次 逼近 法 ; 并 县 还 要 讨论 它 的 
收 敏 人 性 所 以 这 样 做 的 主要 原因 是 : 比 卡 逐次 到 近 法 在 
形式 上 比较 简单 ， 而 县 它 在 其 他 数学 分 支 中 也 有 重要 的 应 
用 . 


习 题 8.1 
1. 设 正 数 得 是 f(z 幼 | 在 拭 形 吾 (1z 一 zol<m 和 yp1<5) 上 的 
一 个 上 界 , 而 及 a< 驰 . 试 证 : 欧 拉 折线 ys 坐落 在 也 内 ; 也 就 是 说 ， 


当 |zs 一 wp|<a 时 ,有 |]9,(%) 一 go] 专 2 
3. 试 作 下 列 微分 方程 的 线 素 场 ( 草 图 ): 
(1) y= 2y (2) y ~#iny. 


第 二 节 ” 比 卡 逐 次 壶 近 法 


我 们 的 目的 是 求 微分 方程 
y' ~— f(r, Y) (1) 
的 和 解 y 一 y(%), 并 且 要 求 它 满足 初始 条 件 
| y (0) 一 加， (2) 


为 了 下 面 讨论 方便 , 设 函 数 f(z, 仍 在 矩形 区 域 
R. |z—zol <o, |y—yo' <b 
上 是 连续 的 . 

求 上 述 初 值 问 题 的 解 ， 困 难 在 于 方程 (了 ) 的 右 端 f(x, 9) 
与 未 知 函 数 9 一 %(z) 有关。 这 样 就 不 能 对 方程 (了 ) 的 两 端 直 
接 对 % 进 行 积 分 ， 但 是 ， 我 们 注 客 到 未 知 函 数 y=y(z) 须 要 
满足 初始 条 件 (2), 即 当 2=zwo 时 ,y==y(z) 与 4 一 加 相等 ， 因 
毕 , 在 ”一 zo 附近 , 直线 g=s 可 以 近似 地 代替 (未 知 的 ) 积 分 
曲线 %= %2) (如 果 它 存在 的 话 )}。 我 们 称 y=go 为 初 值 问 题 
(1) 十 (2) 的 第 0 次 辽 似 解 。， 它 在 初始 点 (xo，%0) 与 积分 沿线 
y 一 y(%) 相 交 , 但 不 一 定 相 切 ( 相 切 的 条 件 为 积分 曲线 yy(x) 
在 《vo, 98) 点 的 切线 是 水 平 直线 yyo， 即 斜率 

Yy'(%0) =f (Vo, YW0)) = (to, Yo) 


必须 等 于 有 堆 )， 显 然 , 这 种 近似 解 是 非常 粗糙 的 ,- 问题 是 如 何 
逐步 改进 它 ， 
现在 我 们 从 第 0 次 近似 解 y=% 出 发 ， 把 它 代入 方程 0 
药 右 端 ， 即 得 f(z，%o)， 这 样 ， 就 得 到 一 个 与 (了 近似 的 微分 
方程 
=f(%, yo). 
对 它 可 以 直接 进行 积分 , 得 到 


国人 = fe, go)az+C 


为 了 使 y=g(%) 作 为 我 们 的 近似 解 ， 自 然 应 该 使 它 满足 初始 
条 件 (2， 由 此 就 确定 C= yo 从 而 得 到 


Yi1(%) = Yo +| 7 (%, Yo) dg. 


我 们 称 Y9= 委 (2) 为 初 信 间 题 (1) 十 (2) 的 第 1 次 近似 解 ， 

当然 ;, 第 工 次 近似 解 y=:i(z) 与 所 求 的 解 9=y(%) 相交 
于 初始 点 (xwe，%o)， 田 外 ,由 于 因 (20) 一 了 (wo, ) 和 好 (v0) 一 
(xzo y(80)) 一 co 90), 所 以 角 (t0) 二 (wo)， 这 就 是 说 ， 
y= 一刀 (w) 与 y=9(%) 不 仅 在 初始 点 (zo, Yo) 相交 ,而 且 相 切 . 

因此 , 这 样 求 得 的 第 1 次 近似 解 y= 纪 (2) 比 前 面 所 说 的 
第 0 次 近似 解 y=%% 更 接近 于 未 知 通 数 y=4%(o。 这 一 点 将 
鼓舞 我 们 继续 前 进 ， 类 似 于 上 夯 从 第 0 次 近似 解 y=yo 到 第 
工 次 近似 解 g= 纹 (人 o) 的 过 程 ,我 们 再 把 4g= 纹 (2) 代 入 方程 汪 ) 
的 右 端 (如 果 可 以 这 样 代 入 药 话 ) 得 到 

=f(s, (es)), 

对 它 直 接 进行 积分 , 并 且 利 由 初始 条 件 (2), 得 


val) =yot | fm, y(n) dz. 
这 样 我 们 又 从 第 1 次 近似 解 y= 角 (2) 导出 第 2 次 近似 解 
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y 一 Yo(2)， 一 般 而 言 ， 可 以 从 第 兄 次 近似 解 4 一 各 (人 导 测 第 
十 1 次 近似 解 昌 = ys+1(T)， 显 


yao) ot | flo, yn) do G8) 
| =0, 1, 2, …). 
通常 ,也 称 由 (8) 确定 的 序列 


8), YalF), ,Yn CP), 
为 比 卡 序列 ; 而 称 9= 4 为 条 多 次 比 卡 近似 解 ， 从 直观 上 
米 看 ， 当 % 愈 大 轩 , y 一 yz) 将 愈 接近 于 我 们 欲求 的 解 
y=—y(2). , 
为 了 使 读者 热 悉 构造 比 卡 序列 的 具体 过 程 ， 现 在 来 计算 
一 个 简单 的 例子 . 
【例题 让 试用 比 卡 序 列 求解 初 值 问 题 . 
=o YO (4) 
这 里 ,第 0 次 比 卡 近 似 解 为 y= 第 1 次 近似 解 为 
ye)=1+| [edz=1+g 十 吾 和 9 
第 2 次 近似 解 为 
1 


Yal%) -二 上 | jz+(L+o+ 末 驯 jm 


-44g 二 可 太史 
不 难 用 归纳 法 推出 第 ”次 近似 解 为 
Yn CL) sh C12) 二 az 二 可 +- 寺中 ) 
1 Se 
Tm wti (n= 0, 1, 9, *), 
由 此 取 极 限 ,就 得 
Him y, (2) = —(1+2)+20, 


而 且 容 易 直接 验证 这 极限 函数 y= 一 和 + 十 六 就 是 所 求 
的 初 值 问题 (4) 的 (精确 ) 解 ， 

逐次 逼近 法 不 象 初等 积分 法 那样 受到 方程 类 型 的 限制 ， 
它 在 原则 上 适用 于 各 种 类 型 的 微分 方程 这 是 逐次 逼近 法 的 
优点 、 当然 它 也 有 缺点 , 就 是 方法 的 步骤 是 无 限 的 . 不 过 数 
”学 分 析 ( 微 积分 学 ) 既 然 以 极限 方法 作为 自己 的 特长 ， 那 么 对 
于 这 种 无 限 步 又 的 运算 方法 是 不 应 该 过 于 非 难 的 ， 问题 在 于 
收 伍 性 的 证 明 ,， 也 就 是 说 , 我 们 还 不 知道 由 (3) 帮 出 的 比 卡 序 
列 是 否 收 敛 , 如 果 它 是 收 伍 的 话 , 也 不 知道 它 是 否 收 伍 到 所 求 
的 解 .假如 我 们 能 够 对 上 述 问 题 作 出 肯定 的 回 管 , 那么 在 理论 
上 就 证 明了 初 值 问题 ( 切 -+ (2) 的 解 的 存在 性 ， 而 且 在 应 用 上 
得 到 了 一 种 可 靠 的 近似 解法 . 

可 是 , 比 卡 序列 并 不 总 是 收敛 的 、 请 看 下 面 的 反例 . 

【例题 3] 设 初 值 问 题 


外 -Fe Yy), Yy(0) =0, (6) 
其 中 
0, 当 2=0, oo0<y<o0; 
92%, 当 0<w<1, ~o0<Yy<0 
a 有 es - 
(%, Y) | 当 0<xz 和 二 Oy 
= 2 当 0<we1, sey<o0, 


容易 验证 ,函数 了 lz, 四 是 连续 的 ， 
对 于 初 值 问题 ( 辐 , 第 0 次 比 卡 近似 解 为 yg= 所 以 第 1 
次 近似 解 为 
21(2) -| ze， 0)az-| 20dr = 
第 2 次 近似 解 为 
凡人 wo) -| F(w, yo))do=[ -24dv= —2 


第 8 次 近似 解 为 
as 人 一 人 (%, ya) dw — | 2r dv— 
一 般 地 ,可 以 得 到 第 次 近似 解 为 
| yn(w) 一 (—1)"tw? (n=1, 2, 3, "…). 
由 此 可 见 ,这 比 卡 序 列 是 不 收敛 的 . 

另 一 方面 , 我 们 可 以 直接 验证 y= 计 ” 是 初 信 问 题 (5) 
的 解 (而 且 也 不 难 证 明 它 是 唯一 的 解 , 只 要 注意 (zw 共 关 
于 y 是 递 碱 的 )， 由 此 可 见 , 上述 所 请 的 第 次 近似 解 

yo) Dw, 

当 % 无 限 增 大 时 ,并 不 愈 来 全 接近 于 精确 解 y= 奇 加 这 就 


基 说 , 比 卡 逐 次 到 近 法 对 初 值 问 题 (5) 是 元 用 的 . 

这 个 例子 告诉 我 们 ,为 了 保证 比 卡 序列 是 收敛 的 , 对 微分 
方程 ( 即 对 函数 fx，4)) 还 需要 附加 比 连续 人 性 更 强 的 条 件 . 这 
种 条 件 将 在 下 一 节 的 比 卡 存在 定理 中 给 出 . 


第 三 节 ” 比 卡 存在 定理 


我 们 在 上 一 节 中 讨论 了 比 卡 逐次 允 近 法 的 主要 程序 ， 并 
且 提 出 了 比 卡 序列 的 收敛 性 问题 。 现在 , 我 们 就 来 解答 这 个 
问题 , 这 也 就 是 要 证 明 通 常 所 说 的 
比 卡 存在 定理 ” 设 微 分 方程 
y=f(%, Y) (1) 
和 初始 条 件 
yl) = Yo, (2) 
又 设 函 数 jz, 9) 在 矩形 区 域 RC|z 一 wo| 专 &, 1y 一 w| < 人 上 
一 站 和 一 : 


连续 ,而 且 对 yy 适合 字 氏 条 件 ( 李 普 希 效 (Lipschitz) 条 件 ). 
If, oy1) —ft(%, V2) | <L|y ~ yl|, (3) 
这 里 正 数 工 吊 作 地 氏 常 数 ， 令 | 
MU> max。 |f{zx, y)|, h=min(a, 六 
购 比 卡 序 询 
gsa(o) =got | Fe oo))az (yole) =y), 全 
(= 0, 二 2, “0 ) 
在 区 间 |z 一 zo| < 天 上 一 致 收 伍 到 初 值 问题 (D) + (2) 的 解 , 而 
且 它 古 叭 一 的 解 ， 
【证 明 】 这 个 定理 的 证 明 ， 对 初学 者 米 说 ， 是 比较 复杂 
的 ， 为 了 使 证 明 的 层次 清楚 , 我 们 把 它 分 成 四 个 步骤 . 
第 一 步 : 要 证 比 卡 序列 (4) 在 区 间 |z 一 co| 专 上 是 有 定 
义 的 ,而 且 每 一 个 (2) 都 是 4 的 连续 应 数 . 
显然 


tw) yt) fe, go)aa (5) 
在 区 间 |o 一 so <a 上 是 有 意义 的 ， 而 且 它 是 一 个 连续 的 函 
数 ， 因为 微分 方程 了 中 的 函数 f(z, 轨 只 限于 在 及 上 才 有 
意义 ， 所 以 应 该 要 求 %=%u(z) 的 图 形 完全 在 闻 内 ， 亦 即 
[gh(w) 一 go1<5，- 为 了 做 到 这 一 点 ， 我 们 特 作 下 述 讨论 ， 肝 
(5) 扒 出 
igh(@) gol <|[ IFC, yo) les| SM ls~ml. (©) 
当 |z 一 mo| <a 时 , 一 般 不 能 保证 | 护 (z) 一 yo| 所 5。 但是, 如 
果 再 设 jz 一 mo <5/U, 则 就 能 从 (6) 推 出 | 加 (z) 一 go| <. 
因此 ,只 要 取 


h=min(a, 也 ) 
《 即 克 等 于 gw 与 2 开 中 的 较 小 者 )， 就 可 保证 9g= sto) 在 区 
闻 jx 一 zoj < 上 的 图 形 完 全 在 内 (参看 示意 图 38-5, 在 图 
中 直线 BD 的 斜率 为 W， 而 直线 4C 的 斜率 为 - 1z， 并 且 设 
5 s 


4 无 


小 于 加。 因此 , 当 |z 一 zo| < 时 ,可 作 比 卡 第 2 次 近似 解 

yo) =yot | Fo Co)) a (7) 
易 知 g 一 如 (@ 在 |s 一 so| < 上 是 连续 的 , 且 册 (7) 挫 出 

的 -加 <|| Le le)) los| 
<M: |z—¢o| <b. 

所 以 当 [4 一 zo| < 时 ,又 可 作 比 卡 第 3 次 近似 解 , 如 此 类 推 . 
可 以 在 区 间 jz 一 oa| < 上 由 ( 鸭 依 次 作出 比 卡 序列 {y,(w)}， 
易 知 如 (2) 是 连续 的 ， 而 且 josto) 一 | 大型 |z 一 zj Bb， 从 
这 后 夯 的 不 等 式 推出 g 一 细 (4) 华沙 在 内 , 而且 它 不 可 能 进 
入 图 3-5 中 所 示 的 阴影 区 成 内 ， 


第 二 步 ， 再 证 明 比 卡 序 列 {yn(z)} 在 区 间 jz 一 zj < 上 
是 一 致 收敛 的 . 

由 于 序列 {yw)} 的 收敛 性 等 价 于 级 数 

Woke) 十 [az) — Yol2)] + yale) (2)] + 
TC2) ~— Yn-1(%)] + (8) 

的 收敛 性 ， 所 以 只 要 证 明 (8) 在 1% 一 2o| <h 上 的 一 致 收敛 性 
即 可 .为 此 , 我们 用 归纳 法 来 证 骨 级 数 () 的 一 般 项 [ys(%) 一 
yn-1(2)] 满足 不 等 式 


1 2 一 (2 Seo 
(n= =-1， 3, Ye 


事实 上 ， 我 们 已 知 jyx(2) 一 加 | 所 型 jz 一 加 | ， 即 不 等 式 (9) 当 
4% 一 土 时 成 立 . 现在, 设 不 等 式 (9) 当 呈 一 天 时 成 立 , 由 由 


4) 一 vot] fw, rlw) dy 


> (了 | 交 一 ol 
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(9) 


和 yr (2) -yt| f C5, Ye-1 CT) 00 
推出 
oa 一 %(Go1= | Co oo) 一 Fo we)]ao| 
<|) biG, oo) -fo gran)) la 
(可 用 李 氏 条 件 他 )) 
<|| Dl) -wola| 
(再 用 归纳 法 假设 ) 
< | 
(可 算出 积分 ) 
本 


_M (Lig—zol)"i 
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姥 不 等 式 (9) 当 人 = 十 荆 时 也 成 立 ， 因此 ， 对 一 切 正 整数 mW 
不 等 式 (9) 都 成 立 . 
由 不 等 式 (9) 可 见 , 当 | 一 xo| < 天 时 ,得 
RCO MC EARL 


LD nl 
而 正 项 常数 级 数 
~ MM CLhy)" 
LL 0 


十 收敛 的 ,因此 由 熟知 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 推出 ; 级 数 (8)， 
从 而 序列 {yz)}, 在 区 间 |z 一 zo| 志 h 上 是 一 致 收 人 证 的 ， 

既然 已 经 证 明了 比 卡 序列 {yn(%)} 一 致 收 襄 , 则 可 令 

9(2) =limg,(s) (Is—%ol <A). 

而 且 %= go(o) 在 区 间 jz 一 xzo| 二 上 是 连续 的 ， 另 处, 又 由 不 
等 起 |yn(z) 一 加 | 委 邓 | 一 加 | 推出 |9(o) 一 加 | 委 开 |z 一 zo| -所 
衣 连 续 有 曲线 y=gp{z) 坐 落 在 及 内 , 而 且 它 也 不 能 进入 图 3-5 
中 所 示 的 明 影 区 域 . 

第 三 步 ， 要 证 yp(x) 是 初 信和 问题 (了 十 (2) 在 区 间 
1% 一 zol 志 上 的 一 个 解 ， 

由 ( 忽 式 两 边 取 极限 ,得 


pC9) =yotlim|” fr, yo(w)) da. (10) 
现在 先 证 盟 右 边 的 极限 号 与 积分 号 可 以 交换 次 序 ; 亦 即 要 证 
lm| flo, ww(o)az-| Fe oa)az GD) 


在 区 间 tz 一 加 | 二 及 上 成 立 ， 
任 给 a>>0， 则 根据 已 经 证 明 的 比 卡 序列 {9,(%)} 的 一 


< 一 72 -一 


致 收 全 性， 可 找到 正 整 数 入 = 入 (8)， 使 得 当 | 如 | < 六 时 ， 
有 不 等 式 | 


| 人 (一 Co) Fa 只 要 m>7. 
be z 
|f C0, 40))de— ff wo))ao| 
<|| yc mo)-fc p(w) lao| 
<|| Lly(s) 90) la 
< 也 太一 一 二 Iz 一 m0|<< 节 h=&, 
这 就 证 明了 术 限 (成立, 因而 (10) 式 让 

z 9(2) = fl, o(0))de, (12) 
由 于 (12) 式 的 右 端 关于 变 上 限 。 是 可 微 的 ， 因 此 它 的 左 让 
p(w) 也 是 的 可 微 印 数 ,而 且 对 2 求 导数 就 得 

多 (oO 一 Jo plo)) (lz—m| <A). 
这 就 证 明了 % 一 p(c) 是 微分 方程 (上 ) 的 一 个 解 
件 (2)， i 
因此 ,yg(z) 是 初 值 问题 (D 十 ( 双 的 一 个 解 . 

。 这样， 我 们 就 用 比 卡 逐 次 吉 近 法 证 明了 初 值 问题 (十 
(2) 的 解 是 存在 的 ， 但 是 , 现在 并 不 知道 , 除了 y 一 p(s) 之 外 
是 否 还 有 另外 的 解 . 

第 四 步 ， 要 证 初 值 问题 (TD) 十 (2) 的 解 是 唯一 的 . 
设 3 一 多 2)(|z 一 zj8) 也 是 初 值 问题 (1 二 (2) 的 一 个 
解 ， 我 们 只 要 证 明 风 (2) pg(z)(|2 一 so| <<a) 就 行 了 ,其 中 
73 


人 .a=min(h, 8B). 
因为 y= 由 (%) 是 初 值 问题 (1) 十 人 的 解 , 即 
pm) fg, PT)), 出 (xzo) 一 go 

所 以 由 积分 推出 


we) =wt) Fle, pds 18) 


把 (13) 与 (18) 两 式 相 减 , 再 取 绝对 值 , 并 利用 李 氏 条 件 , 则 得 
到 es 


|¥@ -p60)| < | FC, p60)) fe, wo))ldz| 
< we) -plo) tael. 

设 % 之 20, 就 得 不 等 式 es 
(0) po) [sD) [We) -pCo) ld, (14) 


oo) = | (一 (lam 

风 v(z)>0, 而 且 %(2) 一 | 由 (2) 一 (2)|. 因此 不 等 式 (14) 
变 成 

VL) 一 _Toroy<0 {wo 所 wo 十 0) 。 
用 积分 因子 6 下 Ee 推 得 

Tr [era (2)1 0. 

因此 浮 数 三 xzo<zsxzo 十 w 上 是 递减 的 ， 从 而 有 

eo (v0) 《to 所 V 委 2 十 地. 
因为 v(zo) = 0, 所 以 e760(w) 志 0, 亦 即 y(z) 委 0， 另 一 方面 ， 
已 知 包罗 之 0， 这 样 一 来 ,就 有 900) 一 0, 即 

| IC) -p(w)la=0 (woe<mta). 


Li 


再 对 x 求 导 数 , 得 到 
yr) -9(2) =0 (soo 0). 
同样 可 证 
2) pe)|=0 (vo—o<w<wo). 
所 以 , 当 |z 一 wol a 时 ,有 冰 (2) 一 g(%). 
至 此 , 比 卡 存在 定理 得 证 ， 引 
从 比 卡 (存在 性 和 唯一 性 ) 定 理 可 得 下 列 推 论 ， 
推论 王 设 微 分 方程 | 
y=f(%, Y), (15) 
其 中 函数 (xz, 9) 和 它 的 偏 导数 记 (w, 9) 在 ( 开 的 ) 区 域 内 
连续 , 则 微分 方程 (15) 经 过 区 域 介 内 的 任何 一 点 有 并 且 只 有 
一 条 积分 曲线 {只 就 局 部 范围 而 言 ). 
事实 上 , 设 点 《xo, tp) EG, 我 们 考虑 初始 条 件 
Y(t0) 一 加 ， (16) 
并 且 以 初始 点 (zo， go) 为 中 心 在 区 域 电 内 作 一 矩形 区 域 
有 2 一 2 oa, |y—%l<B), 
则 fw%, 龟 和 户 (z, 胃 在 Ri 上 当然 也 是 连续 的 ; 从 而 | 记 (%, 让 + 
在 轧 上 有 上 界 妨 ,因此 ,由 中 什 定 理 
fx, 外) 一 Fo ya) = fu, PNY) (Cw, 1 ER) 
推出 
[flz, 4) — Ft 2, ya) | NI ml, 
邯 jw， 幼 在 刀 上 关于 4 适合 李 氏 条 件 ， 这样 , 在 及 上 可 
以 利用 比 卡 关于 初 值 问题 (15) 二 (8) 钥 的 存在 性 和 唯一 性 定 
理由 此 就 可 得 到 在 推论 工 中 所 述 的 结论 了 ， 
根据 推论 1 我 们 可 以 对 许多 微分 方程 断言 在 什么 样 的 
区 域内 经 过 每 一 点 有 且 只 有 一 条 积分 曲线 ， 合 如 ; 
1) 微分 方程 外 一 只 十 久 经 过 (vw, 切 平面 上 的 任何 一 点 
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有 并 且 只 有 一 条 积分 曲线 {虽然 我 们 不 能 用 初等 积分 法 求 出 
它们 》， 
2) 微分 方程 久 =A/ SS 


Go 几 | 有 -二 7 连续, 即 9 中 


( 亦 即 上 半 平 面 ) 内 的 任何 一 点 有 并 且 只 有 一 条 积分 曲线 (局 
部 )， 但 是 , 在 区 域 G 的 边界 6G( 即 % 轴 ) 上 的 每 一 点 都 至 少 
有 两 条 积分 昨 线 经 过 (参看 第 二 章 第 一 节 的 例题 1 及 图 
2-1)。 注意, y=0 是 微分 方程 多 = v 4y 的 一 个 解 , 即 % 轴 本 
身 是 一 条 积分 曲线 , 这 条 积分 曲线 是 其 它 积分 曲线 的 包 线 . 

一 般 地 , 设 Y=gol%) 是 微分 方程 六 = 了 (2, 9 的 一 个 解 ， 
而 且 经 过 积分 曲线 y 一 golz) 上 的 任何 点 宇 少 还 有 另 一 条 积分 
曲线 ( 即 破坏 了 唯一 性 )， 则 称 y~ go(z) 是 一 个 奇 解 . 例如 
y= 二 0 为 微分 方程 y= MY 的 奇 解 . 

推论 2 设 微分 方程 (15) 满 足 推论 1 的 假设 ， 但 是 在 全 
的 边界 8G 上 有 为 (e, 凡 = 士 co, 则 微分 方程 (15) 如 果 有 奇 多 
的话 , 它 一 定 在 边界 9G 上. 

例如 , 好 = 9 的 奇 解 4= 0 就 是 如 此 . 

下 面 我 们 举例 说 明 , 在 推论 2 中 的 边界 8G 上 可 以 没有 
奇 解 . 


设 微分 方程 . 
Y=—F(%, Y), (17) 
加 _ flogy， 当 y>0 
其 中 2 se 


易 知 G~{(%, Y) 1Fy(%, ) 连 续 } 就 是 上 半 平 面 (y>0). 在 GG 
内 可 利用 推论 的 结论 ， 即 微分 方程 (17) 过 内 的 每 一 点 有 
并 且 只 有 一 条 积分 曲线 (局 部 ). 


而 在 G 的 边界 2G, 即 z 轴 上 , 有 到 (zx, 0) 一 一 oo, 因此 
由 推论 2 可 知 , 如 果 微 分 方程 (17) 有 奇 解 的 话 , 这 奇 解 一 定 是 
y 一 0， 易 知 y=0 是 (17) 的 一 个 解 z 

当 y>0 时 ,由 (17) 可 用 分 离 变 量 法 求 出 它 的 通 解 为 

yo" (6 是 任意 常数 )， 

它们 都 不 能 与 y=0 相交 ,因此 ,过 z 轴 上 的 任何 点 ,方程 (17) 
只 有 一 条 积分 曲线 (y 一 0). 

由 此 可 见 , y=0 是 微分 方程 (17) 在 G 的 边界 8G 上 的 一 
个 解 , 但 它 并 不 是 奇 解 . z 

从 上 面 简单 例子 的 讨论 , 已 经 看 到 , 奇 解 问题 是 一 个 比较 
复杂 的 问题 。 这 类 问题 与 古典 微分 儿 何 中 的 包 络 线 有 关 ,在 
一 些 早期 的 微分 方程 教 本 中 经 常用 较 多 的 简 申 来 讨论 告解 
但 是 ， 许 多 物理 学 问题 对 讨论 奇 解 并 不 感 兴趣 ， 所 以 我 们 对 
奇 解 就 不 作 进一步 的 讨论 了 . 


习 题 3.3 


1. 设 fl%, 力 对 3 的 篇 导数 疡 (om 的 R 上 有 有 界 , 则 Fa y 
对 y 满 中 李 氏 条 件 ， 
2. 证 明 下 列子 数 满足 李 氏 条 件 ( 并 指出 在 什么 区 域 } 


OD fls, WD=1g9|; (2) fv; 的 一 Gin(o2 二 2); 

(3) Fo ) = llogyl + (DD fz, WD=ay >. 
3， 指 明 下 列 微分 方程 满足 解 的 存在 性 和 唯一 性 的 区 域 : 

(1) y= |y); C2) 太一 sin 十 好 ); 

(3) y= |logyl + (4) y= CE 2); 


(65) Y 十 ZYY 一 9(2), 其 中 (2) 与 9(7) 在 4<z<6B 上 连续 
如 设 函 数 ,Fo 幼 在 (2 幼 平 面 上 连续 ,而 且 满足 
fv; |<AIyI+ DB, 
其 中 4 与 8 是 两 个 正 的 常数 、 又 设 巨 (2, 几 也 连续 。 试 证 明 微 分 方 


程 儿 = 从 的 任 可 解 都 在 区 间 -<Z< o 上 存在 (这 就 是 说 , 
这 里 解 的 存在 区 同 是 爹 局 而 不 是 局 部 的 )， | 


5.。 证明 微分 方程 W 一 站 +1 没有 奇 解 ， 


第 四 节 ”人 解 对 参数 和 初 值 的 依赖 关系 


在 这 一 节 中 ， 我 们 简单 地 介绍 一 下 微分 方程 的 解 对 于 参 
数 种 初 值 的 依 束 关系 , 先 讨论 两 个 具体 的 例子 ， 
[例题 1】 设 微分 方程 


9 十 中 =smn wi, 全 


其 中 (>0) 是 一 个 参数 ( 即 它 是 可 以 变动 的 常数 )， 又 设 初 
始 条 件 
y(0)=0. (2) 
试 讨论 初 值 问 题 ( 了 1) 上 + (2) 的 和 解 关 于 参数 @ 的 依赖 关系 
由 于 方程 (1) 蚌 线性 和 的， 所 以 可 直接 求 得 初 值 问题 (1) 十 
(2) 的 解 为 


gg=p(o w)=— 


4 十 0 
由 此 可 殉 ,yg=g(oo) 是 4 和 号 的 连续 函数 . 这 就 是 通常 所 说 
的 初 值 问题 (了 十 (2) 的 解 关于 参数 w 是 连续 依赖 的 ; 而 且 它 
关于 参数 中 也 是 连续 可 微 葛 ， 

【例题 3】 设 补 分 方程 


[ole 全 一 cogadg) 十 2sincog] ， 


了 go (8) 
和 初始 条 件 
y(t) = Yo, (4) 


其 中 mo 加 是 任意 给 定 的 (也 可 以 把 mw, 如 着 作 参 数 )， 试 讨 


论 微 分 方程 (3) 的 解 关于 初 值 to, 加 的 依赖 关系 . 
容易 求 出 初 值 问题 (3) + (9) 的 解 为 
4 一 90 to, Yo) = 于 9 十 (w 全 一 于 ojer 
由 此 可 见 , 初 值 问题 (3) + (4) 的 解 y=pCwi zo, go) 是 wo xo, 锦 
的 连续 函数 。 也 就 是 说 , 微分 方程 (3) 的 解 关于 初 值 mw go 是 
连续 依赖 的 ; 而 且 不 难看 出 , 它 关 于 初 值 wm， 也 是 连续 可 租 
的 . 
”以 上 的 讨论 只 是 针对 具体 的 可 以 求解 的 微分 方程 而 言 ， 
对 于 一 般 的 征 分 方程 究竟 如 何 呢 ?下 面 回答 这 个 问题 . 
” 设 会 参数 和 的 微分 方程 
f(s, mh， 全 
其 中 函数 了 (x,y 入) 在 区 域 
W. iz—al <o, jy 一 加 | <8; |A~—hl se 
上 是 连续 的 ， 又 设 初始 条 件 oe 
Y (20) = Yo, (6) 
令 正 数 本 


用人 Ne » [fe, 4; NA) |, h=—min (%, 五) 


定理 1( 角 对 参数 的 和 续 性 ) 设 微分 方程 (四 的 右 端 

f(z, 6 和) 在 区 域 于 上 关于 4 适合 李 氏 条 件 加 
f(z, ya 和 一 2， ga; 7) | SL — yl, . 0 
其 中 李 氏 常数 也 >0， hi 十 (的 的 解 y= -pl 办 
区 域 
| Vlg—m leh -hl<o 

上 是 连续 的 , 
[关于 这 个 定理 的 证 明 , 请 读者 自己 用 比 卡 逐 次 逼近 法 来 


完成 ， 这 里 只 给 出 一 点 提示 , 首先 证 明 比 证 序列 
ya h) =got | Fo os 可 


(yolw; 和 0) 一 go n=0, 1, 2, ***) 

关于 (w; A) EV 是 连续 的 . 然后 再 证 明 这 个 比 卡 序列 
fen 入 )} 关 于 (x; 入 ) EV 也 是 一 致 收 化 的 .] 

下 面 我 们 考 虐 初 值 问题 (5) 十 人) 的 解 V= p(w; 入 ) 关于 参 
数 入 的 可 微 性 . 

定理 %( 饰 对 参数 的 可 微 性 ) 设 微 分 方程 (5) 的 右 端 五 
数 了 lz, 5) 在 区 域 玉 上 对 y 和 入 有 连续 偏 导 数 (2, Y; 入 ) 
和 . 疡 (wz， 仿 和 )， 则 初 值 问题 (5) 十 (6) 的 解 % 9(2; 入 ) 在 区 域 
广 上 是 连续 可 微 的 . 

【证 明 】 首先 我 们 指出 ,根据 解 的 定义 ,glz; 入 ) 的 存在 
性 芋 旦 明 的 . 

现在 证 明 qi; A) 对 (z; A) E 玉 是 连续 的 . J 

事实 上 , 由 于 f(s 入 从 在 区 域 栈 上 是 连续 的 ,所 以 利 
用 微分 中 信 公 式 推出 

{fl%, ys 一 Fw，0o 0) | 
=|fy(%, V0) ~ ys) | 六 五 | 纹 一 护 ]， 
其 中 常数 荆 是 | 疡 | 在 区 域 玉 上 的 一 个 上 界 . 这 就 是 说 ， 
f(%, y; 和 在 区 域 玉 上 关于 yy 适合 李 氏 条 件 (7)， 因 此 ,可 以 
用 定理 工 的 结论 推出 ， 初 值 问题 (6) 十 人 6) 的 解 % 一 (er %) 关 
于 (zw; 和) EV 是 连续 的 。 从 而 , 再 由 复合 函数 的 连续 性 推出 
Fo p(y Ni 和 ) 对 (z; A) EV 是 连续 的 ， 另 一 方面 , 又 因 
y 一 p(s 入 ) 蚌 (5) 的 解 , 即 
Vs 和 FL, prs A); NA), 


所 以 由 上 述 jz 2( ;入 ) 的 连续 性 可 知 , gp( 入 ) 对 (z; 入 ) 
EV 是 连续 的 . 
其 次 要 证 : 鸡 (%; 和) 在 区域 上 存在 而 且 连 续 ， 
为 此 目的 .我 们 任意 了 到 定 (z; X)EF 和 关于 和 的 增 量 
4X\ 克 0, 并 考 上 由 pw; 入) 关于 入 的 差 商 , 即 
dp _ po 和 十 小) — P(E; 入) 
及 A . ” 
这 里 自然 要 求 (x; 和 和 (x; A 十 4%\) EV， 我们 须要 证 明 ; 极 
痕 


lim 乱 - pg A) (8) 


-0 


窒 在 ,而 且 它 对 (vw;%) EV 是 连续 的 . 
为 了 在 符号 上 书写 方便 , 我 们 令 


EA WD = 
WD gz0) 


表示 wp(%; 入 ) 关 于 和 的 差 商 ， 所 以 问题 又 归结 为 要 证 戎 极限 
lmv(s NE) -= p(T; NA) 


存在 , 而 且 它 对 (xs; X) EV 是 连续 的 . 
由 于 y= gtw; 和 是 (5) 的 解 ,所 以 我 们 有 


-人 $)=f(%, pvr A): A); 
gle %+6) f(x, pre; M+ N+E), 


从 而 得 到 


9 gly 入 十 二 ) 一 人 六 入 ) 
dr 6 


= [fle, gles +E) NE 一 fo per; N): A)] 
~ 二 [f(, PT ATE ANTE) — fv, ph; N); A+E)] 
+ 到 [fs pts A 和 十 一 了 2 pl A): 和 )] 


=A(g A 6) 2 EN Bm A; é), 


Eph é) = A Ym NE) + BN), (9) 


其 中 
fle, pm hE NTE) —f (rv, g(a %); N+ 2 
pr A+E) 一 多 CC; 入 ) 
当 P(r A (LN) 
foil, A ee A 0 《24 A)s 


A(z; A: €) = 


这 里 要 求 专 扩 0. 但 是 ， 内 于 fl%, Ys A), fyl%, Yi A), fl%, yy; 入) 
和 8(w 和) 的 连续 性 ,我 们 不 仅 推 出 , 当 & 关 0 时 , 4(4; 入 人 和 
Bw 如 是 (zw; 和 %; 划 ) 的 连续 苞 数 ,和 且 极 限 

lim 4 (%; hs EO) =f,(r, g(t; 入) 入)， 

lim Blw 0 0) = p(x; 4); \) 
存在 并 对 (w; X) EV 连续 ， 因 此 , 具 要 令 

A(zx; Ni 0)=fu(w, P( A); A), 

Blg; As 0) =f4(%, PL; A); 和 )， 
那么 当 # 一 0 时 , 4(&; 和 和 了 B(w; 和 志 ) 也 是 连续 的 . 干 面 我 


一 着 2 一 


于 是 襄 过 站 付 - 


+ > 


机 


hh 


lz 


们 就 把 (9) 中 的 4(z; 和 8) 和 Blz; 和 看 作 已 经 按 上 述 方式 
连续 扩充 到 上 =0( 注 意 ， 对 于 由 (zw; 和 E)， 我 们 还 不 知道 它 
能 否 连 续 扩 充 到 上 =0， 这 也 正 是 在 下 面 须要 解决 的 一 个 问 
题 ,) 
男 一 方面 ,由 于 g%=V(2z; 入 ) 满 足 初 值 条 件 (6), 所 以 有 
es Pleo: 和 — P(ro; A) - 执 史 0 


即 灿 (x; 和 6) 满足 初 值 


由 (2o 入 €) =0. (10) 
因为 (9) 丰 一 个 关于 出 (wm % 6) 的 一 阶 线 性 微分 方程 , 所 
以 再 利用 (10), 就 可 直接 解 得 


Vm hE) ee 站 Bi 
(11) 
其 中 = 是 积分 上 限 , 和 (天 0) 是 参 变数 . 

出 于 4(c 为 身 和 了 (oz 站 关于 (zx Xi 白 是 连续 的 (包括 
0), 所 以 根据 关于 含 参 变数 的 ( 变 上 限 ) 积 分 理论 , 我 们 看 
到 (11) 的 右边 积分 对 (v; 和 名) 是 爱 续 的 (包括 《一 0), 从 而 当 
->0 时 , (1 了 1) 的 左边 ( 即 We 和) 的 极限 存在 , 亦 即 极限 


Unym N= MN) 
存在 ;而且 由 (11), 得 
pi = ,AO 上 二 ,AAO (si h; 0)ds. 


又 由 于 A(tw; 和 0) 和 了 Bow 和 ; 0) 的 连续 性 ， 可见 (wz; 入) 对 
(ww 和) EV 是 连续 的 .定理 2 得 证 . ] 

最 后 , 我 们 来 研究 微分 方程 的 解 对 于 初 值 的 依赖 性 . 

设 微分 方程 


一 83 一 


yy -f(r, y), (12) 
其 中 肖 数 (2, 胃 ) 在 区 域 
R. |z—wol <a, |y—yo|l <b 
上 连续 ,而 且 关 于 yy 适合 李 氏 条 件 ， 我 们 令 正 数 
MU > Thar | 六 ww i, k= min(a, 站 
又 设 初始 条 件 


fto) = (18) 
其 中 可 以 变动 的 初 信 ”满足 
: -wl < (14) 


因此 , 只 要 jg 一 外 < 忆 , 就 有 
Iy-gol 所 jy 一 十 四 一 [所 吕 十 如 一 6 
亦 即 抵 形 区 域 
Ro: ls 一 also ly—7l < 


在 翌 内 ， 这 禅 ,7 四 在 Ro。 上 自然 连续 而 且 适 合 李 氏 条 件 . 
从 而 在 马上 可 以 利用 上 一 节 的 比 卡 存在 定理 推出 ; 初 值 问 题 
(12) 十 (48) 的 解 y=p(w;D 在 区 间 2 一 各 | 未 所 上 存在 , 其 中 


h—min(g, 7 < 
令 4=9(t;) 一 人 (N=y—"), 
划 s 满足 
和 一 /Ke +) (15) 
和 
2(a0) =0, (16) 
显然 , 函数 了 (%, z 十 ) 在 区 域 
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~ 


车 8 
Wa: io 一 mlso, < 了 ;二 < 


上 连续 , 而 且 关 于 z 适合 李 攻 条 件 ， 只 要 对 初 值 问 题 ( 基 ) 十 
(16) 的 解 <= 业 (zw; 人力 分 别 利用 定理 工 和 定理 省 的 结论 ， 就 可 
证 明 下 述 两 个 定理 (注意 , 这 里 的 了 相当 于 那里 的 参数 小， 

定理 8( 解 对 初 值 9 的 连续 性 ) 设 函 数 .Po 咏 在 区 域 
刁 上 连续 而 县 关于 9 适合 李 氏 条 件 ， 到 初 值 问题 (123) 二 413) 
的 解 Y=2(e 切 在 区 域 

Po fo—aol Sh yl < 

上 是 过 续 的 . 

定理 处 解 对 初 值 ' 的 可 微 性 ) 没 函 数 f(s, 办 在 区 域 如 
上 连续 而 有 日 对 9 有 连续 的 偏 导 数 无 (w, 力 , 划 初 值 间 题 
G2) 二 《人 13) 的 解 y 一 229) 在 区 域 广 上 是 连续 可 微 的 . 


习 题 3 和 4 


1， 写 出 定理 工 到 定理 4 的 详细 证 明 过 程 。 
23、 讨 论 初 值 问题 
y=fr, DD HA = 
的 和 解 g==p《z; 6, 力 闫 于 初 值 心 , 人 D 的 依赖 性 ， 
3. 在 定理 4 中 ,求证 := 多 (2 7 力 满 中 
各 = 所 (zp( 入 人 D) 
slzo) 一 二 


第 三 章 小 结 


学 习 常 微分 方程 只 限于 初等 积分 法 是 不 够 的 ， 本 章 关 于 
解 的 存在 性 和 唯一 性 定理 ， 以 及 解 对 参数 (或 初 值 ) 的 连续 性 
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和 可 微 性 定理 是 常 微分 方程 的 理论 基础 ， 在 这 一 章 中 所 用 的 
数学 知识 涉及 数学 分 析 中 比较 理论 的 一 部 分 ， 对 于 不 少 读者 
会 有 一 定 的 难度 , 如 果 能 够 克服 其 中 的 困难 , 那么 肯定 会 得 到 
较 大 的 提高 ， 如 果 不 能 花 较 多 的 时 间 ， 那 么 只 要 联系 具体 的 
例子 能 够 正确 地 叙述 并 且 理 解 本 章 中 所 述 的 儿 个 定理 也 就 和 
了. | 

本 章 的 基本 要 求 是 ， 
1. 会 利用 等 侧线 作 线 素 场 的 草图 ; 而 且 会 作 欧 拉 折线 。 
2. 会 构造 比 卡 序列 ( 求 比 卡 近似 解 ). 
3、 能 够 叙述 本 章 的 各 个 定理 . | 
对 数学 有 较 大 兴趣 的 读者 则 应 该 掌握 本 章 名 个 定理 的 证 


TY 


二 阶 微分 方程 式 


在 前 儿 汪 中， 我 们 讲 的 主要 内 容 是 关于 一 阶 微分 方程 式 
的 几 个 初等 解法 和 解 的 存在 性 与 唯一 性 问题 .在 实际 的 应 用 
中 , 大 多 数 微分 方程 都 是 高 阶 的 。 本 章 要 讨论 几 类 特殊 而 又 
有 重要 应 用 的 二 阶 微 分 方程 式 的 解法 和 一 些 有 关 的 理论 . 


第 一 节 降 阶 法 


对 于 高 阶 微 分 方程 ,假如 我 们 能 够 设法 降低 它 的 阶 数 , 那 
么 问题 诡 转 变 成 求解 一 个 阶 数 较 低 的 微分 方程 了 ， 在 这 个 意 
义 上 讲 ,我 们 是 前 进 了 一 步 ， 有 时 还 可 以 继续 前 进 , 直到 完全 
解决 问题 ， 这 就 是 降 阶 法 的 主要 是 想 . 

不 失 降 阶 法 的 精神 实质 ， 我 们 只 对 二 阶 微分 方程 式 介绍 
两 个 常用 的 降 阶 法 . . 


.1 右 端 只 合 未 知 函 数 的 二 阶 微 分 方程 式 
y"=P(y) (表示 -号 ) (1) 


其 中 下) 是 连续 函数 .对 于 这 类 二 阶 微分 方程 式 ,我 们 可 以 
用 噬 阶 法 求 它 的 通 积分 . 
用 ? 乘 方程 ( 防 的 两 端 , 即 得 
yy = FY. 
而 这 个 方程 的 两 站 都 可 以 写成 完全 导数 的 形式 : 
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| 持 ):|- 才 | roy. 
因此 ,可 以 直接 积 分 此 等 式 , 得 到 一 个 “第 一 积分 "中 
吝 @) 7 dy+t， (2) 
其 中 C4 是 任意 常数 ， 令 
| rwWay #0), 


则 由 第 一 积分 (2) 钥 出 

y= + VOTGW). (8) 
对 于 任意 固定 的 Ou 方程 (3) 基 一 个 一 阶 的 微分 方程 式 , 它 的 
阶 数 比 原 方程 (T) 降低 了 一 阶 。 而 且 , 微分 方程 (3) 还 是 一 个 
变量 分 离 的 方程 ， 因 此 可 以 继续 求解 ,最 后 求 得 微分 方程 (]) 
的 通 积分 为 


a 
| za tw+0Os, (4) 
其 中 CO 与 Cs 是 两 个 任意 常数 .最 后 我 们 需要 指出 , 上 面 的 
讨论 只 是 这 个 解法 的 主要 步骤 , 有些 细节 请 读者 自己 留心 , 例 
如 对 WOCrH+G() =0 的 情况 如 何 考 虑 ? 
【例题 起 求解 弹簧 自由 振动 的 规律 . 
所 谓 弹 赞 自由 振动 , 指 的 是 假定 弹 壬 不 受阻 力 的 作用 ; 亦 
即 在 第 一 章 的 第 一 节 中 ， 弹 答 振 动 方程 的 阻尼 常数 ”==0. 因 
此 , 弹簧 自由 振动 的 方程 为 
mm 二 入 =0， (5) 
其 中 鹃 和 大 是 正 的 带 数 .这 个 微分 方程 的 类 型 是 属于 人 也 的 
那 种 炎 型 ， 因 死 可 以 采用 上 述 降 阶 法 求解 


[ 注 1 关于 第 一 积分 的 确切 定义 见 第 妃 章 。 
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用 他 乘 方程 (G) 的 两 端 , 即 得 


或 


到 ol( 罕 ) + 二 hr?=0. (6) 

公式 (6) 有 明显 的 物理 意义 ; 等 式 左边 的 第 一 项 
"(ime 

是 弹簧 振子 的 动能 ， 而 第 二 项 亏 hw? 则 代表 位 能 , 它们 的 和 

划 保 持 常 量 C0， 这 就 志明 弹 筑 自 由 振动 的 总 能 量 是 守恒 的 . 

由 (6) 可 见 , 0>0， 因 此 不 妨 设 C= 地 03, 再 由 (6) 解 出 


名 = 二 VOR-10 ( 设 04#0)， 


ot Vm 
东 却 各 
A( 活 全 a 
TE Va 
+ (se 化 
由 此 积分 得 到 微分 方程 (5) 的 通 积分 
arc os( Mp2) ~ tO 
从 而 求 得 通 解 
wos(Y 二 io) 0 


为 了 进行 物理 解说 ,在 通 解 (7) 中 , 令 


Og-0, Yi-o. 


> 
注意 w>0 是 癌 定 的 常数 , 而 4 与 9 是 任意 常数 ,由 
于 Da 是 任意 的 ,所 以 在 (7) 中 不 妨 设 Oi>0, 即 4>>0， 这 样 ， 
我 们 就 可 以 把 通 解 (7) 重 写 如 下 : 
vo Acos(wt-t0), (8) 
它 的 网 形 见 图 4-1. 


机 = 


| . pF Acostwi+ 


图 4-1 
常数 4 通常 咀 作 弹 簧 振动 的 振幅 ,而 4 叫 作 初 位 相 。 我 
们 容易 利用 初始 条 件 
v0}=%0, 了 (0) =: vo 有 (9) 
确定 : 4-V +(e) | 


有 = —arc 培 ( -2 


由 此 可 见 振幅 4 和 初 位 相 6 跟 初 始 条 件 (9) 的 关系 例如 , 初 
位 移 om 或 初速 度 vo 愈 大 ， 则 振幅 4 愈 大 ， 这 是 完全 符合 物 
理 直 观 的 

另 一 方面 , 我 们 从 公式 (8) 看 到 ,弹簧 的 自由 振动 是 周期 
运动 , 它 的 周期 为 了 = 2 耿 ， 币 频率 为 w= \/ 乞 ， 周 期 史 与 上 


率 只 跟 初 始 条 件 (9) 无 关 , 这 一 点 在 物理 直观 上 似乎 不 甚 显 
然 ， 但 是 , 该 者 可 以 自己 动手 做 一 个 实验 来 证 实 周 期 荆 不 依 
束 于 初始 条 件 ( 或 振幅 4 与 初 位 相 20)5 只 有 在 非常 精确 的 测 
量 下 , 我 们 才能 发 现 弹簧 振动 的 周期 也 与 初始 条 件 有 关 ， 这 
就 表明 我 们 对 弹簧 的 自由 振动 所 建立 的 初 值 问题 (5) 二 《9 不 
能 非常 精确 地 反映 实际 问题 ， 这 时 主要 的 根源 在 于 所 用 到 的 
错 克 定律 “恢复 力 广 = 一 io" 只 是 一 次 ( 即 线性 ) 的 近似 ， 如 果 
改进 虎 训 定律 的 近 拟 程度 ， 例 如 到 广 = 一 45 十 aw ( 非 线 性 )， 
那么 可 以 证 明 弹 簧 的 振动 周期 确实 与 初始 条 件 有 关 , 当 然 , 这 
时 在 教学 上 就 变 得 困难 多 了 . 


1, 安 “ 右 端 不 显 含 自 变量 的 二 阶 微 分 方程 式 


y'=F(y, ¥) ( 表示 总 ) (10) 
其 中 (yy, 四 是 二 元 连续 汗 数 ， 对 于 这 类 微分 方程 式 , 我 们 
至 少 可 以 把 它 降 一 阶 . 
令 y==p, 则 
1 op 7， WN op 
y Var dy 并 Va av 
因此 , 诛 方 程 (10) 降 为 一 个 一 阶 的 微分 方程 式 
?PB-Ply, 9), a 


其 中 作为 自 变量 ， 而 作为 玉 知 西数 假如 我 们 可 以 求 得 
一 阶 微分 方程 式 (11) 的 通 解 2=G(y, 01), 邑 - 
yi =G(y, Ca)， 
这 内 变量 分 离 的 方程 ， 因此 我 们 得 到 方程 (10) 的 通 积分 
| ge -+ 09) 
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【例题 2] 求解 弹 筑 的 振动 方 各 


2, ' 1 


《 见 第 一 章 的 第 一 节 ), 或 
Gu dr 
mr ~ Er kz:=0 


这 二 阶 微分 方程 式 个 显 含 自 变 其 t, 因此 它 属于 方程 .10) 的 
那 种 类 型 ,我 们 可 以 对 它 噬 阶 ， 为 此 , 令 


人 dd ds ?rds 
从 而 方程 (13) 变 成 

mp 时- — rp— kx. 
这 是 一 个 一 阶 的 齐 次 微分 方程 


Aap Si _ ?p11 kw . 8 (14) 
dz 74D 


利用 在 第 二 章 中 所 讲 的 齐 次 微分 方程 的 解法 ， 不 难 求 得 (14) 
的 道 积分 为 
log (mp + 7 pe + ky?) 


27 2 十 9 
J (Ei) -0 

当 r*0 时 , 难以 由 此 解 出 p 一 G(x, Cs)， 所 以 不 能 用 降 阶 法 
最 后 求 得 原 方程 (18) 的 通 积分 (或 道 解 )，. 不 过 ; 在 后 面 第 四 
节 有 很 简单 的 代数 方法 可 以 求 得 微分 方程 (13) 的 通 解 . 

【例题 3]】 追 线 ; 设 在 z0y 平 面 上 , 有 某 物 了 从 原点 0 出 
发 , 以 常 速 <>0 滑 “ 轴 正 向 运动 。 同 时 ,又 有 某 物 @ 以 常 束 
5 从 点 (0, 1) 出 发 去 追赶 PP， 设 5>a, 且 吕 的 送 动 方向 永 

ea 32 =_ 


远 指向 了 了 . 试 求 @ 的 运动 轨迹 以 及 追 上 PP 他 ( 见 攻 
4-2) ， v 

. 设 人 的 运动 坐标 为 
jw 一 g( 科 与 y= 业 (， 而 轨 
迹 方 程 为 yy{?), 则 归 
的 速度 向 量 为 


0 名 ,型 ), 而 且 


全 


dy oy /Or 
dr 有 dt" 
因此 ,我 们 有 有 
at i dy 入 -四 
旷 - 寺 Y1+( 型 ). J 
又 设 了 的 运动 坐标 为 天, 则 王 =at, 而 且 
Ly YY 
az 于 一 2 
从 而 at 一 = 
Qe 
再 对 z 求 导数 , 得 到 ; 
at ,YY Gy A 
ey (uj (16Y 
; dr 
由 (15) 利 (16)， 我 们 得 到 一 个 二 阶 的 微分 方程 式 
1 UY VT+ (YY 
ee (17) 


根据 题 意 , 应 该 有 审 始 条 件 
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全 
yO) 1, yy! (0) 0, ( ) 
所 以 ， 问 题 就 是 亚 求 出 微分 方程 (好 ) 满足 条 件 (18) 的 

解 ， 我 们 注意 到 (17) 是 属于 微分 方程 (10) 的 那 种 类 型 ， 


令 y =p, 则 ~p 中 ,因此 由 (17) 推 出 


i yy 
由 图 全 2 可 见 p=y(%) <0, 所 以 


ap 5) . 


__. 
RE 人 (人 


从 而 由 (19) 得 到 


对 两 边 取 不 定 积分 ,就 有 


lg( 二 + te) )=£ logy+logO, 
其 中 0 a 
出 (20) 推 出 
I pr 
2 5 (21) 


再 把 (20) 和 (21) 的 两 端 分 别 相 如 ,得 


— 94C— 


2 0 1s 
利用 条 件 (18), 由 (22) 得 到 
I 
0- 2 于， 


1 3 
或 on 得 人 
于 = 到 人 蚊 -人 (28) 
对 方程 (28) 的 两 端 取 不 定 积分 , 就 得 
_1/5 号 8 ,二 
: oOo= 豆 (55 yr") 3 
这 里 Cs 是 任意 常数 .因为 当 2=0 时 有 9=1, 所以 由 (24) 得 
oO - 工 人 
2 23N\3+c ba b2— a? 
从 而 得 到 
1/56 6 3 0 
= 到 (9 一 


这 就 是 久 的 运动 轨迹 方程 .我 们 匈 道 ， 当 Q 追 上 了 时 , 应 该 
有 %#=0， 因 此 由 (25) 推 出 , 当 久 追 上 三 时 ,就 有 

了 2 一 
由 于 以 常 速 4 运动， 站 了 所 知 的 时 间 为 


Tt/0= 


你 = 二 你 = 


b 
a2° 


习 题 4-1 
卫 ， 利 用 履 阶 法 求解 下 列 方程 : 
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GD Ey 僵 -y= 


人 te 人 =-VIFG 
(5) yy CF logy; (6) 2(2a—~y)y" =1+ (YD), 


(07) soyy'=(y 一 ny)?，[ 提 东 : 邻 y=ef"*r,] 
2. 求证 曲率 半径 等 于 常数 的 由 线 是 回 赔 ， 


第 二 节 ”微分 方程 的 线性 化 


为 了 说 明 微 分 方程 的 "线性 化 方法 ”的 实际 应 用 ， 天 在 讨 
a 论 单 所 的 振动 问题 ， 

取 一 要 长度 为 1 的 细 线 5P 把 端 
点 C 国定 在 一 项 板 上 ， 而 在 另 一 端 挂 
上 一 个 质量 为 m 的 小 球 ， 这 样 就 构 
”成一 个 单 摆 ( 见 图 43)， 
Se cdl 设 直线 0F 与 重 线 GF 的 夹 角 为 


-一 


本 
mm 


多 


z, 并 设 道 时 针 方向 为 正 ， 则 单 所 的 据 

| 。 动 可 以 用 对 度 z~z(t) 来 描述 单质 振 
SA 动 时 ,了 六 只 能 在 一 加 局 上 运动 ,而 且 
3 它 的 角速度 为 8; 切线 速度 为 2， 
因此 沿 切线 方向 的 动量 为 ml.92.。 另 一 方面, 车 不 计 空气 的 


阻力 , 则 沿 切 线 方向 的 外 力 只 有 重力 mg 在 这 团 线 方向 的 分 
量 1= 一 me sin zx, 这 里 负 号 的 力学 意义 是 : 了 与 的 方向 总 
是 相反 的 ( 当 |zj<w 时 ), 即 f 与 sinz 异 号 ， 由 和 牛顿 的 第 二 
运动 定律 排出 


| 
Pa 


@ 1/ , dp ee 
(ml 衬 )- I SIN , DD 


一 一 和 多 ~ 


消去 入, 移 项 后 , 得 
Dw ， 。， 
二 anz=0， (2) 
其 中 =M(9/DD. 方程 (了 D 或 (2) 就 是 描述 单 所 振动 的 微分 
方程 .利用 二 一 节 的 降 阶 法 , 容易 求 出 微分 方程 42) 的 通 积分 
为 
< Adz 
| 四 
这 里 左边 的 积分 是 一 个 椭 贺 积分 ， 它 不 属于 初等 丽 数 类 . 因 
此 , 很 难 由 (3) 来 显 式 地 确定 单 扫 的 振动 规律 >=z( 女 ， 
但 是 , 当 单 提 作 小 振动 时 (通常 只要 求 |o| < 各), 我 们 可 
以 用 线性 函数 y=z 去 近似 地 替代 方程 (2) 中 的 非 线 性 函数 
ysinw (或 者 说 ， 只 取 smz 在 =0 处 的 泰勒 (1ayjlor) 公 式 
sing 一 g 一 证 -人 二 
中 的 一 次 (线性 ) 项 x), 列 非 线性 微分 方程 (2) 就 近似 地 用 一 
个 线性 微分 方程 


I 
CE tv) (4) 


来 替代 .对 于 方程 (名 ,我 们 可 以 用 上 一 节 中 例题 的 方法 求 
出 它 的 通 解 为 

f=: 4c08(wt + 0), (8) 
其 中 常数 40 表示 单 摆 的 振幅 , 9 代表 初 位 相 它们 依 甘于 
单 摆 的 初始 条 件 ， 

(0) 一 0 w (0)=B, (6) 
出 ( 吏 可 见 , 单 摆 将 作 周 期 振动 , 阿 且 周期 为 

:2 : 
ma 


公式 (7) 表 明 , 单 摆 振 动 的 周期 上 只 与 单 摆 的 长 度 了 和 重力 加 速 
度 9 有 关 ， 而 与 初始 条 件 (6) 无 关 ， 这 岂 作 单 摆 振 动 的 “午时 
性 。 老式 的 捍 钟 就 是 利用 了 这 种 “等 时 性 ”。 在 夏天 摆 长 因 
热 胀 而 变 长 ,因此 摆 钟 在 夏天 就 会 走 得 慢 一 些 , 而 冬天 就 走 得 
快 些 ， 另 外 ,我 们 还 可 以 利用 公式 (7) 来 测量 当地 的 重力 加 速 


_ or? 
疫 he TMT “ 


这 些 结论 都 是 从 单 摆 的 线性 方 化 程 由 作出 的 . 实践 告 
诉 我 们 ， 这 些 结论 反 喘 了 单 摆 振 动 前 主要 特征 ， 是 令 人 满意 
的 . 例如, 我 们 可 以 用 公式 (站 来 计算 单 摆 振 动 的 周期 也, 也 
可 以 自己 动手 做 一 个 同样 长 度 的 单 摆 ， 并 且 测 得 它 的 振动 局 
期 Ti, 结果 发 现 了 Ti 与 工 是 非常 接近 的 . 

从 这 个 例子 我 们 可 以 初步 体会 到 微分 方程 "线性 化 方法 ” 
的 意义 ， 当然, 如 果 要 进一步 研究 单 摆 振 动 的 “不 等 时 性 ” 那 
么 上 述 “ 线 性 化 方法 ”就 不 适用 了 . 

在 许多 实际 区 应 用 中 ,我 们 磁 到 的 微分 方程 式 

一 Fe Y, Y') (8) 
是 非 线性 的 , 即 (ww, yg, 轨 ) 关 于 变 元 9 和 多 是 非 线 性 的 郴 
数 . 往往 由 于 计算 上 的 困难 , 我们 须要 上 先 对 方程 (8) 进 行 线性 
化 , 即 , 把 f(z y, 护 ) 关 于 Y% 一 加 和 丸 一 名 展开 成 素 勤 公式 
Fo y, 9) 一 站 (po yo) +f1(s, yo, 95) (一 力 ) 
十 fa(%，o， 物 ) (一 各 ) 十 …， 
然后 格 去 (9 一 因 ) 和 (9 一 约 ) 的 高 次 项 ; 这 样 , 就 可 得 到 一 个 与 
方程 人 8) 近似 的 微分 方程 
=f(%, %, W)+fi(w, , W)Y~n) 
fal, 9， 0) (y'—), 

可 以 简单 地 把 它 写 成 标准 形式 


+p Y +o) Y= f(r), (9) 
其 中 p(z), glz) 和 f(z) 是 在 区 了 间 工 上 的 已 知 连续 函数 ， 微 
分 方程 人 分 的 主要 特征 是 ; 对 于 y, y 和 久 都 是 线性 ( 即 一 次 ) 
的 ， 我 们 称 这 样 的 微分 方程 为 线性 微分 方程 
对 于 线性 微分 方程 (9)， 如 果 f(z) 才 90, 则 称 它 为 非 齐 次 
的 ; 如 果 站 (4) 三 0， 即 得 


4 +p(r)Y TF9r)y = 0, (10) 
则 称 线性 微分 方程 (10) 为 齐 次 的 . 
对 于 微分 方程 (9) 或 (10)， 我 们 考虑 初始 条 件 
yzo)=y, Vvo)=% (mw ED. (11) 


利用 第 三 章 的 比 卡 逐 次 有 逼近 法 ， 谈 者 可 以 证 明 下 面 的 结论 : 

定理 ” 初 值 问题 (9) (11 [包括 (10) (11)] 在 区 间 了 1 
上 上 有 并 且 只 有 一 个 解 %= 42)， 

对 于 非 数 学 专业 的 读者 也 可 不 必 深 究 这 个 定理 的 证 明 ， 
只 要 能 够 联系 实例 (例如 单 舞 ) 去 想象 所 述 初 值 问题 的 力学 意 
义 也 就 够 了 ， 因为 对 于 一 些 有 实际 意义 的 初 值 问题 ， 解 的 存 
在 性 和 唯一 性 总 是 非常 明显 的 ， 

以 下 几 节 将 要 分 析 微 分 方程 (10) 和 (9) 的 通 解 ,并 且 在 茶 
些 特殊 情况 下 , 求 出 相应 的 通 解 . | 
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1. 证 明 二 跻 线 性 微分 方程 (9 在 下 述 变换 下 保持 线 让 的 形式 不 变 : 
〈b 作 自 变量 的 变换 z=9 (的 ， 其 中 二 是 新 的 自 变量 , 洒 数 g(t 有 
二 阶 的 连续 导数 , 且 9 人 十 册 
《a) 作 未 知 应 数 的 变换 yw(2)s, 其 中 是 新 的 未 知 函 数 , 而 w(d) 
是 一 个 已 知 的 二 次 连续 可 微 的 函数 , 且 wz) 二 0 
3， 试 作 一 个 未 知 范 数 的 变换 y= w(x)s， 使 得 线性 齐 次 微分 方程 (30) 
化 成 如 下 形式 : 纪 十 则 4z)3 二 小 


3. 试 把 线性 齐 次 方程 (10) 化 成 如 下 共 加 的 彩 式 ，， 
EE | Po 型 |+eCoy=0 Cn)#0). 


第 三 节 “ 齐 次 线性 微分 方程 式 


我 们 现在 米 研 究 齐 次 线性 微分 方程 式 
多" 十 DZ 人 二 Ye)3 0, (1) 
其 中 郊 数 C2) 与 9(w) 在 区 间 I 上 连续 .一 般 而 言 ,不 能 用 初 
等 方法 求 方程 (DD 的 通 解 .在 这 一 节 中 , 我 们 将 在 理论 上 弄 清 
微分 方程 (了 的 通 解 的 结构 ， > 有 指 
时 性 的 意义 ， 
令 集 合 &8 由 齐 次 线 性 微分 方程 (了 的 所 有 有 的 解 组 成 ， 即 : 
一 {y(2) [y=y(z) 是 (DD 的 解 ,2ET}. 
出 于 -0( 作 为 z 的 函数 , zE 了 是 ( 有 的 解 , 即 0€E5， 因此， 
集合 5 不 空 . 
引 理 1 设 久 (zw) 和 (2) ES; 又 令 G1 和 cs 是 其 个 任意 
的 常数 ， 则 ae (2 十 cabga(z)ES. (这 个 引 理 是 说 齐 次 线性 
微分 方程 满足 过 加 原理 , 即 : 方程 ( 蕊 的 两 个 解 ifz) 和 Ys(w) 
的 线性 组 合 ctgi(e) 二 esga(z) 仍 是 方程 人 人 的 解 .) 
【证 明 】 因为 册 (z) 和 ys《w) ES5, 所 以 得 
1) ~ 
: RD) Ys g(a = 
再 用 常数 61 和 o 分别 飞 上 面 两 式 ， 7 
(0191)" +P(E) (C191) -Fg (8) C0) = 0), 
(6022)" PL) Cya) +- 人 0. 
将 这 两 式 相 如, 就 有 


《ca -Fesga) -Fp C2) cas 十 Ca03) 
+g{w) (6+ 0a) =0, 
利 Y= 0 (%) 十 ga(2) 是 (的 解 , 亦 即 
Ourz) 十 po EN. 了 
对 理工 相当 于 说 , 集合 8 是 一 个 线性 空间 ， 请 注意 ,这 线 
性 空间 8 的 元 素 是 方程 (了 的 解 ， 因 此 也 是 在 区 间 工 上 的 二 
数 . 为 了 研究 线性 空间 8 的 结构 ， 须要 引进 函数 的 线性 相关 
和 线性 无 关 的 概念 ， 
定义 1 设 在 区 间 工 上 给 定 字 个 函数 
ge), Js)， +, pms), (2) 
党 存在 mm 个 不 全 为 0 的 常数 0 cs，…， cm 使 得 对 于 一 切 的 
%EL, 都 有 2 
Ci91 2) + Capa (2) +- onpm (lt) =O, 
则 称 函 数组 (2) 是 线性 相关 的 ; 否则 , 称 函 数组 (2) 是 线性 无 关 
位， 
”例如 , 对 于 函数 组 
于，epsz rain 《--cc<W<oo) (3)> 
可 以 取 常 数 ct-- 一 1, 0s=1, 0 一 1, 使 得 
C1 ecos wv-iorsinrs=0 (~—o0<w<o0), 
执 此 , 遂 数 组 (83) 是 线性 相关 的 ， 
又 如 ,对 于 活 数 组 
1¥, cosr, Sing 【《 一 co<a<eoco) | (4 
如 果 有 有 


O11+i0c08e+6sin v=0 【一 ce <wecdceh 
出 分别 令 %~=0、 也 、w, 就 得 到 一 个 联 立方 程 


fcz 十 co:=0 
2 十 Ca 一 人 
O10a 一 0， 
由 此 容易 解 出 c=0,o= 0， cs 一 0。 这 就 证 明了 不 可 能 有 不 
全 为 0 的 常数 ev 和 co 使 西数 组 (的 线性 组 合 恒 等 于 
0, 因此, 函数 组 (4 是 线性 无 关 的 . 
再 考虑 函数 组 E 
了 wb, TW (一 co<w<<co)， (5) 
如 果 有 
C1* 1+ Ow tog Ont =0 (00<L<o0), 
则 可 以 对 它 依次 求 次 导数 ,得 到 
063 十 202 十 NO,410" -0 
268 十 "…' 寺 N(R 一 1)0niw* 2 一 人 


N10 = 0 
道 推 而 上 , 则 推出 ca=0 pa=0 … 0 一 0 0 一 0 01 一 0 
这 就 证 明了 函数 组 ( 辐 也 基线 性 无 关 的 . 
”请 读者 自己 验证 下 列 结论 : ， 

(1) cos2%w, cos? wm，Sin2a 是 线性 相关 的 ，- 

(2) oos’%, gin?w 是 线性 无 关 的 ; 

(3) 1, zw， 8 一 5 是 线性 相关 的 ; . 

(4) 0, gu(2) ,ga(z)，,，…, pn(z%) 是 线性 相关 的 (这 里 各 (2)， 
ga(w)，-……，gn(42) 是 在 区 间 了 上 的 任何 % 个 通 数 ); 

(5) 车 gi(%), galw),…', ps(zw) 是 线性 煌 关 的 , 则 gxtw)， 
(2 nD)，ni1(%) 也 是 线性 相关 的 (这 里 pny2(%) 是 
任 给 的 函数 ); 

(6) 若 matej gc Go 是 线性 无 关 的 , 则 和 (人 e)， 
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ga(2)， ,Pr (2) (Ib<n) 也 是 组 性 无 关 的 ，{[ 提 示 ; 用 反 证 
法 和 (如 的 结论 .] 
” ”为 了 更 有 效 地 判 斯 函数 组 是 否 线 性 相关 ， 我 们 引进 一 个 
重要 的 行列 式 . 
定义 2 设 酒 数组 (2) 中 各 个 函数 有 % 一 1 阶 的 导数 ， 这 
样 就 可 以 作 一 个 行列 式 
Pm) alt) 2) 
W(w)=| gi(%) Pw) ee pint) 


和 


这 行列 式 册 作 函 数组 (2) 的 伏 尖 斯 基 (Wronski) 行 列 式 。 
例如 , 函数 组 1， sinz，cosz 的 伏 朗 斯 基 行 列 式 为 

1 sinw cosw 

他 (2) 


0 cogw —sinz|=—1. 


0 —ainz —cosw 
引 理 2 车 函数 组 (2) 是 线性 相关 的 , 则 它 的 伏 朗 斯 基 行 
` 列 式 形 (z) 三 0。 (这 里 以 及 下 面 我 们 默认 函数 组 (2) 的 各 个 
次 数 都 有 1m 一 二 阶 的 导数 . ) 
【证 明 】 因为 函数 组 (2) 基 线性 相关 的 , 所 以 存在 不 全 为 
0 的 常数 6G1,，6s,，…, Cn, 使 得 对 一 切 EI, 有 
O191 (2) 十 Cagz(2) tt onpm(2)=0. (6) 
对 此 恒等式 依次 求 m 一 1 次 导数 , 得 到 
CP (2) + Capa CT) + -+ Cnn (2) =0 
| a i (7) 
9 人 (2) +ogh DL) + tng (2) =0. 
等 式 (6) 和 (站 组 成 一 个 关于 变 元 号， 6,…， 的 线性 齐 次 联 
立方 程 组 ,出 于 它 有 非 零 解 co，…，ow, 所 以 它 的 系数 行列 


式 矿 (o=0, 其 中 xEI 是 任意 的 , 即 厂 (z)= 二 0。， 旨 理 2 得 
证 . 3 

出 引 理 2 和 反 证 法 直接 推出 车 函数 组 (2) 的 伏 朗 斯 基 行 
列 式 歼 (2) 芋 0, 则 函数 组 (2) 是 线性 无 关 的 ， 

上 述 推论 指 逆 命题 是 不 成 立 的 ， 即 : 不 能 由 函数 组 (2) 的 
线性 元 关 性 挫 出 它 的 伏 戎 斯 基 行 列 式 到 (x) 才 0。 例如， 易 证 


函数 组 
v2 (v0) 0 (z>0) 
Pa) 一 1 a . Pa 2) - 。 《z<0) 
是 线性 无 关 的 , 但 是 它 的 羽 朗 斯 基 行 列 式 他 (zx) 二 0. 
不 过 ， 如 果 内 (2 和 afz)ES， 那 么 上 述 推论 的 道 命题 
还 古 成 立 的 ， 
引 理 3 若 wa(z) 和 (zz) 是 齐 次 线性 微分 方程 册 的 两 
个 解 , 则 它们 的 伏 度 斯 基 行 列 式 
lp (%) gals) 
| 
恒 等 于 0 是 wa(xz) 与 pa(2) 线 性 相关 的 充分 和 必要 条 件 . 
【证 明 】 必要 性 的 证 明 已 见于 下 理 2 下 面 是 充分 性 的 
证 明 . 
设 瑟 (2) 三 0, 特别 当 %w=wo (2zoE 门 时 ,有 了 歼 (co) 一 0， 现 
在 以 三 kxo) 为 系数 行列 式 作 一 代数 联 立 方程 组 
和 ome (8) 
Pi (Wo0) 01 + ga (Fo) Ca = 
由 于 系数 行列 式 玉 (wo) 一 0， 所 i 至 少 有 一 非 
零 解 


C1 := Oi, 03= Qn. 
令 Wp) 一 gz(2) 十 apalz), 央 自 引 理 1 可 知 ; 4 一 wlw) 是 齐 次 


线性 微分 方程 位 ) 的 解 ,而 且 由 (8) 可 知 它 满足 初始 条 住 
uto) 一 oagi(29) + oa palto) = 0, 
w(K0) = mpi(wo) + aga{l2e) 0. 
男 一 方面 ，Yy=v(2) 三 0 是 微分 方程 (4) 的 解 ， 而 且 它 与 
4g 二 &(w) 满足 相同 的 初始 条 件 ( 即 gzo)= 0， (wo)= 二 0)， 因 
此 ， 由 解 的 崔 一 性 5《 锡 第 二 节 中 的 定理 ) 推 虽 ww) 三 %()， 评 


即 
Mp) -Frop2 lt)=0. 


由 于 常数 w，os 不 全 为 0， 从 而 证 明了 g(x)， galw) 是 线性 
相关 前 . 了 

注意 ,在 引 理 3 的 证 明 中 , 实际 上 只 用 了 歼 (o) 在 一 点 x 
二 的 值 三 (xco)=0， 四 此 ,可 以 用 反 证 法 推 号 下 面 的 结论 ; 

引 理 4 设 由 (2) 和 ga(2) ES 则 ma(z)，oa(2) 是 线性 
无 关 的 充分 和 必要 条 件 是 : 它们 的 伏 朗 斯 基 行 列 式 下 (wo 关 0 
(ZEZ)， 

出 引 理 3 和 引 理 4 可 见 ， 齐 次 线 竹 微分 方程 出 的 任意 两 
个 解 we) 和 za(c) 的 伏 庆 斯 基 行列 式 厂 (o) 只 有 下 述 两 种 可 
能 ， 

1) 厂 ( 四 二 0( 即 ， pe ya (0) 为 线 狂 相关 ); 或 - 

2) 到 (%) 关 0( 即 ; 1(2)，qa(2) 为 线性 无 关 ).… 

因此 ,只 要 有 一 点 各 ET, 使 得 矶 (oo) 关 0, 那么 克 人 ) 就 
属于 上 述 第 二 种 可 能 ， 从 而 gx(%)， Fo(2) 是 线性 无 关 的 ， 这 
周 , 我 们 称 g1(w) 与 (8) 为 天 次 珊 性 微分 方程 (的 一 个 其 
本 解 组 。 

引 理 和 齐 次 线 往 微分 方程 (的 基本 解 组 是 大 在 的 . 

【证 明 】 根据 第 二 节 关 于 解 的 存在 定理 ， 给 定 初 值 条 
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g(zo) =, yt) =0 (9) 
则 初 值 问题 (1) + 《9) 有 并 且 只 有 一 个 解 %g 一 此 (zc 回 样 ， 又 
给 定 初 值 
yro) =0, 9Y(zo=1， .. (10) 
则 初 值 问题 (1) -+- (10) 有 并 且 只 有 一 个 解 y 一 咖 (%)、 这 样 ， 
我 们 得 到 两 个 解 加 (2) 与 加 (z), 它们 的 伏 度 斯 基 行 列 式 为 
h(xo) Yelvo) -| 1 0 | a0 
1(%0) pato) 0 1I 
因 雍 , 遇 (2) 与 V2(z) 组 成 方程 (了 的 一 个 基本 解 组 ，】 
定理 1 设 y=91(2) 和 Y=8o(l2) 是 齐 次 线性 微分 方程 
(了 的 两 个 线性 无 关 的 解 ( 亦 即 它们 是 一 个 其 本 解 组 ), 令 .4 
Y= C91(2) + Opa(t), (11) 
其 中 061 与 6 是 两 个 任意 的 常数 ,那么 尖 解 (11) 家 达 了 微分 方 
程 ( 的 一 切 解 . 
【证 明 】 由 下 理 1 可 知 , (11) 表 示 微分 方程 (1) 的 解 、 
人 设 任意 给 定 微分 方程 (的 一 个 解 y=4l2). 令 
J +0spa m0) 一 (2o) | 
C9120) 十 gap2(20) 一 Mi (v0). 
这 是 关于 oa 和 oa 的 代数 联 立 方程 组 ， 它 的 系数 行列 式 就 是 
gx(2) 与 ga(z) 的 伏 衣 斯 基 行 列 式 栈 (z) 在 z=z 上 的 什 
琴 (zw)、 几 于 由 (2) 与 -pa(2) 组 成 一 个 基本 解 组 ， 所 以 WW(w0) 
0. 因此 ,出 (12) 可 以 玲 一 地 确定 :一 ol， 0a = 0o. 然后 , 令 
J VL) = p(t) + oops (%). (18) 
它 当然 也 是 微分 方程 (的 一 个 解 , 而 且 满足 初 值 条 件 
0 ogi (wo) -+ Aapal To) 一 -Wwo) 
V (vo) — opm) + eae (vo) = (0) , 
这 就 是 说 ， 微 分 方程 (的 两 个 解 4= xc 和 2 一 5 的 满足 柑 
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(12) 


《4 


周 的 初 值 条 件 (14)， 因此 ， 由 解 的 瞧 一 性 推出 wz) =%(%)， 


即 
WL) 一 oO1(Z) + opalr), 


这 就 证 明了 定理 的 结论 ， 1 

这 定理 告诉 我 们 , 线性 空间 8 是 由 两 个 线性 无 关 的 元 崇 
qm 与 8s 生成 的 ,因此 是 一 个 二 维 的 线性 空间 . | 

定理 2 设 已 知 齐 次 线性 微分 方程 (1) 的 两 个 线性 无 关 
的 解 y= gi(%) 和 9 一 pa(w)， 则 微分 方程 (1) 的 系数 函数 p(&) 
和 qtc) 由 由 (2 和 2402) 唯一 确定 . 

【证 明 】 事实 上 ,我 们 有 


| 人 (2) -FDC + go) p(y) =0 
多 (2) + p00) + 90) polw) =0, 


而 且 可 以 把 它 奢 成 是 关于 2(2) 和 g(o) 的 一 个 联 立 代数 方程 
组 ， 它 的 系数 行列 式 就 是 uC) 和 gs(z) 的 伏 朗 斯 基 行 列 式 
天 Cz) (只 差 一 个 抽 号 )。 由 于 (8) 和 ga(2) 是 线性 无 关 的 ， 
因此 开 (w) 史 0。， 所 以 由 (15) 可 以 唯一 地 确定 
[0 Ds) (0) rr) 了 人 
?0 pogo) ate) pls) WO) 0 
Mo) ms) (wv) (e) i 
4 (%) Ws) 、 (17) 


从 而 定理 2 得 证 . 了 

定理 3 设 已 知 Y= ez) 是 齐 次 线性 微分 方程 (四 的 一 个 
非 零 解 [为 了 简单 起 见 , 设 wz) 关 0(cE 7， 则 可 求 得 方程 (1) 
的 通 解 为 


yo 人) +ow(o)f ol . es we 


【证 明 】 设 y= 4 是 方程 (TD) 的 任 一 解 , 则 - 
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(5) 


y'(2) +p(2) (oz)9(z) 一 0. (19) 
另 -方面 ,对 于 y=w(w), 有 z 
ol 有 十 DC qv uy) =0, (20) 
用 we) 乘 (19) 减 去 用 gfz) 采 (30), 得 到 
Gy -gy) 4 pC) (uy' — uty) =0, 
亦 提 四 
Cy 一 直人 Uy — wy) =—0,. 
这 是 一 个 关于 (uy 一 wy) 的 一 阶 齐 次 线性 微分 方程 式 ， 容易 
解 得 


UY ~ U0 pe Ne 21) 
其 中 号 总 :一 个 任意 常数 . 再 以 认 除 (21) 式 的 两 端 ,就 有 

(a 03 二 ,al 

i/ 


wr 
两 沈 积分 ,得 到 
号 -ora ezon ， 册 

ww 2 | 


Bo 
从 入 得 到 (18)， 定理 3 得 证 . 了 
定理 8 告诉 我 们 : 对 于 二 : 阶 齐 次 线 福 微分 方程 式 ， 只 要 得 
到 它 的 一 个 站 过 角 ， 就 可 以 求 得 它 的 通 解 这 一 点 对 于 某 些 
求解 问题 是 很 有 有 用 前 


习 题 和 3 


1; 及 人 8wO 导 yy 二 信 (DD) 是 微分 方程 ao)9=0 的 任意 两 个 解 ， 
则 它们 的 伏 朗 斯 基 行 列 式 多 (四 三 C( 常数 )， 

2， 已 知 微分 方程 二 (za 一 0 有 一 个 特 解 : 汐 %= 试 求 这 方程 的 
通 解 ,并 确定 g(x) =? : 

3, 设 y=9( 眉 是 齐 次 线性 微分 方程 GD 的 一 个 非 过 解 即 pC?) 才 0)，。 
如 果 mET 是 它 的 一 个 霍 点 , 即 pm)=0， 那么 g'《z0) 关 0 (这 也 
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就 是 说 , p(x) 只 有 简单 的 零点 ). 
44， 设 Y=q() 和 yg 二 92(2) 是 齐 殉 线性 微分 方程 (的 两 个 线性 无 关 
的 解 , 则 它们 没有 共 避 的 零点 , 
瑟 ” 汇 本 节 中 的 理论 推广 到 郊 阶 的 章 次 线性 微分 方程 式 ， 
六 起]2 Ty oy = 0, 
其 中 系数 函数 mi yat) 入 他) 在 区 间 Y 上 连续 ， 


第 四 字 ” 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 式 


根据 上 一 节 的 理论 ,我 们 知道 ,对 于 二 阶 齐 次 线性 微分 方 
程式 , 只 要 知道 它 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 (甚至 只 要 知道 它 的 
一 个 非 零 解 ), 就 可 以 求 得 它 的 通 解 ， 所 以 问题 就 在 于 求 它 的 
一 个 或 两 个 特 解 .一 般 而 言 , 这 是 一 个 难题 在 这 一 节 ， 我 们 
考虑 一 个 比较 简单 的 特殊 情况 , 即 . 

yay "by=0, (1) 
其 中 系数 和 5 都 是 实 的 已 知 常数 ， 方 程 CL) 叶 作 常 系数 的 
齐 次 线性 微分 方程 式 ， 我 们 的 任务 是 求 方程 (1) 的 通 解 . 
根据 微分 方程 (]) 的 特点 以 及 指数 函数 y=e* 的 特性 ,我 
们 容易 猜测 方程 (1 有 如 下 形式 的 特 解 
Ye, (2) 
其 中 是 待定 的 常数 ， 把 人 2) 代入 (内 ,得 
Ci | 6)e?=0, 
由 于 e” 关 0, 所 以 得 到 一 个 二 次 的 多 项 式 方程 
tahtb=0, (8) 
它 串 作 者 次 线性 微分 方程 (D) 的 特征 方 竹 ; 而 它 的 根 
) = 二 2 二 玉 二 一 VG 和 (4) 
0 5 
所 作 方 程 () 芍 特征 根 . 
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令 判 别 式 4=: 到 一 和， 现在 分 别 就 下 述 情形 进行 求解 ， 
1) .4>0， 此 时 由 (入 得 到 两 个 实 的 特征 根 xa 和 ja, 而 县 
)4 天 3 根据 (2), 得 到 黄 个 特 解 
= 和 咏 二 6 (5) 
它们 的 伏 衣 斯 基 行 询 式 为 
W(2) 一 ng 一 gba 一 Ca 一 ae 0. 
这 样 , (四 就 是 一 个 基本 解 组 ， 因 时 ,我 们 得 到 方程 (1) 的 通 解 
Y= 010 二 Cab (6) 
2) 4<0， 此 时 特征 根 hn 和 xs 是 一 对 共 辊 复 根 
| 1=a+ 衣 和 =a-ip， 
其 中 a= 一 寺中 B= 圭一 4 >>0， 因 此 , 我 们 得 到 方程 (D 
的 两 个 复 值 的 解 
组 =e 利 级 = 
利用 复数 的 指数 形式 和 欧 拉 公式 ,可 以 推出 
Wn 7087 03 (008 Bo fi 5in Bo)， 
= 000 i or (0C0g By 一 i sin Br). 
但 是 , 实际 问题 须要 求实 信 解 ， 利用 送 加 原理 , 推出 
凡 一 于 ( 闫 十 购 = 上 m cos B%, 
(7) 
YD Yi— Ya) = sin bs, 
这 是 方程 (也 的 两 个 解 ， 而 且 它 们 都 是 实 值 的 . 四 于 妇 和 级 
的 伏 衣 斯 基 行 列 式 


. W(%)= Yr Ye | = fe" 0, 
WA 
就 是 说 ， (7) 是 一 个 基本 解 组 ， 所 以 我 们 求 得 方程 D) 的 通 解 
y=00" cog BL+ O80" Sn BL, (8) 
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3) 4= 0: 此 时 特征 根 是 相 重 的 , 即 和 := 和 2 = 一 号 ， 所 以 只 
能 得 到 一 个 特 解 


Ct 
再 由 上 一 节 交 定理 3[ 公 式 (18)] ,我 们 得 到 方程 (1) 的 通 解 


[nT 
a 5 F107? 十 oo e foret Az 
0 


弘 f 说 向 ， -oa up 

答 易 算出 |.。 CXS 
因此， 
3 一 0 十 Ca06 (9) 


应 该 特别 指出 , 这 里 e*2 和 xe” 是 两 个 线性 无 关 的 解 ， 这 样 ， 
我 们 做 题 时 就 可 直接 写 出 通 解 (9), 而 不 必 再 通过 公式 (18) ,. 
总 结 以 上 的 讨论 ,我 们 就 完全 解决 了 常 系数 微分 方程 (1) 
的 求解 问题 ， 
【例题 1】 求解 gy" 一 y=0. 
令 y=e”Y， 代入 方程 , 则 得 到 特征 方程 
一 生 := 人 0, 


解 
| Y=016~+ O06 
【例题 3】 求解 六 十 y=0. 
令 Yy=e”, 代入 方程 , 则 得 到 特征 万 程 
2 和 =0. 

它 有 一 对 共 轿 的 复 根 为 = 2 和 和 = 一 22、 因 此 , 我 们 得 到 两 
个 复 值 解 本 
J 6"7— C09 2 人 十 Sn 2¢, 
e 一 008 20 —% Sin 20。 
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再 利用 迭 加 原理 求 得 两 个 实 值 解 
senor20 和 oa=sin2x. 
从 而 得 到 通 解 
Y= C1C08 2 1- 0 Sin 27， 
【例题 3] 求解 y"+2y -y=0. 
令 39 一 ef 代入 方 称 , 则 得 到 特征 方程 
)2 ， 认 十 1 一 0. 
它 在 重 根 和 ja 一 je 一 下 从 证 可 得 到 两 个 线性 无 关 的 解 
=e 和 ys ze“、 因 此 , 通 解 次 
gaVE2T3 
最 后 ， 我 们 米 解决 以 前 遗留 下 米 的 一 个 问题 -一 弹簧 迫 
动 方 程 的 求解 问题 (参看 本 章 第 一 节 例 题 2). 
[例题 4] 求解 弹簧 振动 方程 


da Or 
mi 下 十 位 » (10) 


其 中 物理 常数 mm, 7+， 上 部 是 正 的 . 
令 z%=e”, 代入 方程 (10), 则 得 到 它 的 特征 方程 为 
m2 rh 0. 
它 有 两 个 特征 根 
Ai 一 二 (一 YT Png), 
i Vr mg), 
令 判别 式 4 二 7 一 4mk， 则 可 以 分 成 下 列 情形 ， 
1) 4>0: 此 时 ,特征 根 Xa 和 ) 是 实 前 , 由 于 mm, 5 
是 正 数 ,所 以 Mo 和 1<0， 因 因此, 由 通 解 
2 一 00 pop (11) 
可 见方 各 (10) 的 任何 解 <=z( 直 都 满足 
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1 
各 一 2?7 


jim w(t) =:0; 


而 生 , 当 61 关 0 与 20( 或 040 与 63 关 0) 时 ,有 2( 科 0. 而 
当 Qi 六 0 与 0s 天 0 时, 由 (11) 令 

G16 -G6 0. (12) 

如 果 上 出 与 cs 问号 , 则 (人 42) 不 能 成 立 ， 如 果 oa 与 @ 界 号 , 则 有 


Te gl ) 

这 样 ， 我 们 就 证 明了 方程 (10) 的 一 切 非 零 解 ( 妈 01 与 os 不 全 
为 中 最 多 只 有 一 个 零点 。 这 相当 于 弹 答 振子 最 多 只 能 一 次 
经 过 静止 点 ， 因 此 弹簧 振子 不 能 振动 。 当 阻尼 很 大 ， 邑 * 很 
大 ,对 应 于 4>>0 时 ,就 是 这 种 情况 .我 们 可 以 想象 ,把 弹簧 振 
子 放 到 胶 状 的 液体 中 , 就 可 能 会 合 弹 得 据 子 不 作 振 动 , 而 慢 慢 
地 趋 于 静止 ( 见 图 4-4). 

2) 4<0， 蛇 时， 特征 根 入 与 上 龙 一 对 共 罗 的 复 根 
"0-248, ja 一 ti, 其 中 

0 B= enh 0 


om 2 
我 们 得 到 通 解 
v=010° 08 Bt -Co Sin BF, 
也 可 以 把 它 写 成 等 价 的 形式 


vw A cos{BtEd-0), (13) 
其 中 4>0 和 6 是 两 个 任意 常数 . 当 7 守 0, 即 a<9 时 , 由 (13) 
可 见 
lm vt)=0, 
这 丰 证 明 ， 有 阻尼 的 弹 筑 振动 总 是 吉 趋 于 入 止 的。 而且， 由 
《13) 可见 ,方程 (10) 的 任何 非 零 解 ( 即 4#0) 都 有 无 穷 多 个 零 
态 。 这 相当 于 小 阻尼 常数 7 的 情形 (4<09, 弹 筑 振 子 将 不 断 


— 113 一 


地 作 来 回 的 振动 , 而 振幅 4e" 将 误 减 到 零 ( 见 图 45). 
3) 4~ 0， 此 时 有 两 个 相同 的 特征 根 xz~)a= 亏 二 ,我 们 
得 到 通 解 
Ze 有 6 (14) 
由 (14) 容 易 验 证 , 一 切 非 零 解 最 多 只 有 一 个 零点 ， 这 就 是 说 ， 
弹簧 不 能 振动 。 在 性 质 上 与 4>>0 的 情形 相仿 . 


中 4-4 图 5 


习 题 4 和 .4 


1， 求 解 下 列 微分 方程 
(DD y+ +y=0; (2) y+ +y= 人 0 
(3) 0 Mt +y 一 0 (是 实 的 常数 ); 
(4) Yay 二 0 《是 实 的 常数 ); 


Go 二 多 一 0 (6) 5 ”十 9 一 刷 
(7) #f 一 9 一 0. 

2， 试 确定 常数 ao， 使 得 微分 方程 十 史 一 0 的 一 切 解 都 是 以 2* 为 遍 
期 的 周期 解 ， 

3， 求解 殉 拉 方程 


zf' +ary' +by=0, 
其 中 和 5 是 常数 . [提示 : 作 自 变量 变换 + 一 e 可 把 欧 拉 方 程 化 
成 常 系数 的 齐 次 线性 微分 方程 . ] 
华 ” 试 讨论 二 阶 的 常 系数 线性 齐 次 方程 
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A 
的 一 般 解法 


第 五 节 非 齐 次 的 线性 微分 方程 式 


现在 我 们 来 研究 非 齐 次 的 线性 微分 方程 式 
of 十 De) 久 TY) 一 了 zh)， (1) 
其 中 2(%), gq(%) 和 了 (2) 是 区 间 了 上 的 连续 函数 。 通常 ,了 (5) 
岂 作 微分 方程 全 的 强 这 函数 ， 与 非 齐 次 线性 方程 ( 力 相应 的 
齐 次 线性 方程 为 
y+pe) gn)Y=0. (2) 
在 这 一 节 中 ， 我 们 假定 g.《%) 与 pa(%) 是 齐 次 线性 方程 
(2) 的 两 个 线性 无 关 的 解 . 
引 理 1 设 y=w(z) 是 非 齐 次 线性 方程 (了 D 的 一 个 特 解 ， 
则 对 于 任意 常数 0 和 0， 
Y=u(5) + Cpi1(w) 十 Cagakm) (8) 
是 方程 (1 的 解 ;而 且 通 解 (3) 表 达 了 方程 (1) 的 一 切 解 . 
【证 明 】 由 于 we) 满足 方程 (人 ， 而 apgxi(z) 十 cogs(z) 满 
是 方程 (2),， 所 以 把 公式 G8) 中 的 y 代 入 方程 (的 左边 , 我 们 
得 到 
y+po y+ qr y= CW" (g) po) 2) -9p) u(r) 
+ [Cp1(%) + opa(m))" +Pp(T) (O11 (2) tspak®)) 
+g(2) (oi(%) + opa 2))I =f(m). E 
即 公式 (8) 表示 方程 (了 ]) 的 解 . 
现 设 y=v(wz) 是 方程 (1) 的 任意 一 个 解 , 则 出 
"(2) +P mo (re) Fgm) vs) 一 了 CC) 
W'(v) 十 DZ 2) + qv) v(m) =f (7) 
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推出 
(V8) 一 让 的)) pz) (VF) — ly) ) 
-Fo(2) (2) 一 wo 一 0. 
即 2(z) 一 w(x) 是 齐 次 线性 方程 (2) 的 一 个 解 , 从 而 应 有 
vw) 一 2 人 (2) Cp) + copalt) 

或 D8) (oO + Cg 8) + Cpa (v2), 
这 就 证 明了 公式 (8) 可 以 来 达 方 程 ( 了 的 一 切 解 ，] 

由 此 下 理 可 见 , 为 了 求解 非 齐 次 的 线性 微分 方程 (1), 仿 
定 已 知 相应 的 齐 次 方程 从 ) 的 两 个 线性 无 关 的 解 gr(w) 与 
yaktz)， 那 么 只 须 求 出 非 齐 次 方程 (全 的 一 个 特 解 zw(e7 就 驶 
了 。 如 何 求 这 个 特 解 呢 ?可 以 采用 下 而 的 常数 变易 法 ， 

大 家 知道 

4 一 Coi(2) 十 0o03at2) 《ci 与 04 是 常数 ) 

是 齐 次 方程 (区 的 解 , 因此 它 不 可 能 是 非 齐 次 方程 亿 ; 的 解 .为 
了 确定 非 齐 次 方程 (也 的 解 ,我 们 须要 变动 常数 4 和 0， 令 


2 一 oo)9G0Z) + 0 (2) peal) (4) 
为 (DD 的 解 ,其 中 oz) 与 (zw) 是 两 个 待定 的 函数 .对 公式 (区 
YW =o) pz) + os) pale) + or) p(y) 
十 Co(z)ga(4) 
为 了 在 求 % 时 不 出 现 待定 阔 数 01(w) 与 ofc) 的 二 阶 导数 ， 
令 ow) ps) + oat) Pals) =:0, . {5) 
出 得 
Y=) 2) 十 oa) 网 人 2， (6) 
对 它 再 求 导数 ,得 
入 一 OO 他 (2) + od) ger) 
tov) (er) +or (em) p(w). 《7) 
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把 (7)，(6) 和 ( 少 代 入 方程 (了 D, 就 可 推出 
O12) gi(T) + or) paz) —f (2). (8) 
联合 (5) 和 (8), 即 得 关于 o4(2) 与 6:(2) 的 一 个 联 立方 程 组 
(pv) 2) 十 catz)9a(2) 一 0 
O18) p82) -oI por) =f (8), 
它 的 系数 行列 式 就 是 p1(z) 与 go(z) 的 伏 朗 斯 基 行 列 式 
、_| Pa(z) glo)| 
| Ey 
因此 出 (9) 可 以 解 出 


) _ 一 PakBJF(z) 1 _ qi (2)f (eo) 
01(w) ui WV (2) » O02 (2) Wir) * 


(9) 


取 积分 , 则 得 


oo) = | a, cole) | Sas. 


再 把 1 它们 代 回 (9， 就 得 到 非 齐 次 方程 中) 的 一 个 特 解 
.Y= | p: (9pa{r) — WE gc, (10) 


而 且 容 易 直 接 验 证 | y(t0) =0 和 YCw0) =0. 
再 设 wa(z) 与 ps(z) 是 齐 次 方程 (2) 的 一 个 标准 的 基本 解 
组 , 即 它 们 分 别 满足 初始 条 件 pi(zo) 一 I 、g(20)=0 与 pafeo) 
一 0、qs(zo) 一 1. 那么 就 可 以 得 到 非 齐 次 线 广 币 分 方程 (由 满 
足 初 始 条 件 
(oo 一 9 (m0) 一 加 (11) 
的 特 解 为 
y= [goga(t2) -ya (tm)] 
+ (Ed. . (12) 


上 起 边 第 一 项 只 与 初始 条 件 4+1 世 有 关 ， 布 第 二 项 则 与 强迫 
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冰 数 f(z) 有关 . 这 就 表明 ,一 个 线性 系统 对 初始 激发 和 强 追 
激发 的 反应 是 可 以 分 开 的 ， 
【例题 二 ” 设 非 齐 次 线性 微分 方程 为 
E23 
ot 
其 中 m, ,2 和 %w 都 是 正 的 常数 ， 试 求解 此 方程 . 
先 考虑 与 (18) 相 应 的 齐 次 线性 方程 


十 条 一 0 《14) 


这 是 常 系数 的 齐 次 线性 方程 ， 容 易 求 出 它 的 一 个 标准 的 基本 
解 组 


+hz =pe0gnt, (138) 


mm 


mm 


m1(£) 一 CO080 


zalt) .sin wtf, 
Cw 
其 中 = 二 >0， 它 们 的 伏 妆 斯 基 行 列 式 为 


ND on 二 sin 
nt) a5(t) ~—wSsinot cogowt 
因此 , 利 由 公式 (12) 则 得 到 方程 (18) 满 足 初始 条 件 
z(0) =0, w!(0)=0 


WO = =1, 


的 解 为 
z=- 了 | an wt—E)cosne dt, 


刹 用 


sinw(t—é)cosnt 
= 地 {sin[eot ~ (@—me +sin[ot— (mtn)é]} 
可 以 算出 积分 
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| sino(t—é)o0s ne as 


名 


0 — 的 2 


《cos 这 一 cog oot)， 当中 时 ; 


3 tsin ol, 当 有 = 外 了 时 ， 
所 以 当 %zw 时 ,我 们 得 到 方程 (18) 的 解 为 


-一 分 一 同 
i (Cosnt — coscwt), 
或 
ee Dp ;一 和 
化 rT sin 一 5 tgin po t. (15) 


通常 ，w 十 nw 要 比 jo 一 %| 大 许多 倍 ， 因 此 特 解 (15) 的 图 形 可 
以 看 作 以 


十 2 。 四 一 败 


4 Sn + 


9 一 人 ) 2 
为 上 下 “ 包 线 ”的 一 条 曲线 (图 46 中 的 粗 曲 线 )。 


人 


它 关于 # 是 无 界 的 ( 见 图 4-7)， 


1S 一 


: 2 
A 1 
| 
Ee oY A te 
ON ‘ t 
a Sa \ 


| ee 让 
1 Te 


图 47 

结论 可 作 力 学 解释 如 下 : 方程 (18) 是 一 个 弹 筑 在 受 
强 3 ed 当知 加 频 兴 和 % 不 等 于 弹 策 
本 身 的 固有 闯 六 ww 时 ,就 不 会 产生 共振 ;而 
当 外 加 频率 等 于 固有 频率 ww 时 ， 就 产生 
了 共振 ， 在 实际 的 应 用 中 , 这 种 共振 现象 

的 分 析 是 十 分 重要 的 . 
最 后 ， 请 读者 自己 做 一 个 弹 壬 振动 系 
统 ,用 手持 弹簧 的 上 端 ( 图 4 8)， 作 上 下 连 


je 续 拌 动 ， 可 以 发 现 , 在 某 种 拉动 的 频率 下 ， 
: 弹 得 出 现 共振 现象 ， 而 在 另 一 种 拌 动 的 频 
| 。 这 下 , 却 不 出 现 共振 ， 例 如 作 高 频 的 持 动 ， 


外 .48 弹簧 的 振子 万 反而 基本 上 是 静止 不 动 的 
(请 读者 利用 线性 微分 方程 的 解 进行 解释 )， 对 高 速 行驶 的 车 
辆 , 都 须要 用 弹簧 垫 进行 消 振 , 其 基本 原理 与 这 里 所 说 的 弹 答 
受 迫 振动 是 相仿 的 ， 

对 于 常 系数 的 线性 非 齐 次 方程 

y"+ay toy=f(%), 

总 能 够 用 上 面 讲 的 常数 变易 法 求解 , 但 是 , 当 强 迫 函 数 fx) 是 
正弦 (或 余 弘 ) 函数 、 指 数 函 数 与 多 项 式 时 , 则 采用 待定 系数 法 
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是 很 有 效 的 ， 但 在 这 里 我 们 不 准备 对 待定 系数 法 作 过 于 烦 束 
的 讨论 , 而 仅 通过 下 面 几 个 例子 来 介绍 这 个 方法 的 基本 思路 ， 
【例题 2】 求解 


yt Bo tdy= bbe. (16) 

从 这 方程 的 一 些 特点 我 们 可 以 推测 它 有 下 面 形状 的 特 解 
Y= eaa (17) 

这 里 4 是 待定 系数 .把 (7 代入 方程 (16), 得 
A(B +- BB+ 40 eer. (18) 


当 B? 二 38+4#0{ 即 B 不 是 与 (16) 相 应 的 齐 次 方程 的 特征 
根 ), 则 由 (18) 可 以 确定 4, 从 而 由 C17) 得 到 所 求 的 特 解 为 
当 8 是 特征 根 时 怎么 办 ?我 们 在 下 面 作 一 简单 的 分 析 : 
令 微分 运算 子 
Ly sy toy 十 2 
其 中 a, 5 是 常数 ， 令 yAo*(4 是 常数 , 入 是 参数 ), 则 
LEW =LEAe*] =AGQ+aNtb)e”, 
令 特 征 多 项 式 (X?+a% 十 5) = 了 P(X), 艺 得 


Y= ea 


L[Ae*] 一 4 了 POCO)yenz (19) 
将 上 式 两 边 依次 对 参数 求 二 次 偏 导数 , 则 有 
L[Ave*] =AT>TN) 4 P(N)]e”, (20) 


LiAzx*e”]=A[2s P(A) 22P' + Ple?. (21) 
如 朵 求解 微分 方程 
yd-ay +oy= hess, (22) 
1) 当 有 不 是 特征 根 ( 即 PCB8) 关 0) 时 ， 可 以 利用 公式 
(19), 使 
Llde*] -== A. PB)e”=— Kes: 
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让 此 可 确定 4= 五 /P(8), 从 而 得 到 方程 (22) 的 一 个 特 解 
Ek 
A 7 
2) 当 B 是 简单 的 特征 根 ( 即 PC8) =0,P'(B8) 水 0) 时 ,可 
利用 公式 (20), 使 
五 [4zesz] = A. P'(B)es = Kes. 
出 此 可 确定 女 = 玉 /P'(B8), 从 而 得 到 一 个 特 解 


1 By” 
3) 当 B 是 二 重 的 特征 根 ( 即 卫 (8) =0,P'(8)=0,P"() 
关 们 时 ,可 利用 公式 (21) (注意 了 P”(X%) 三 2), 使 
L{[Aw?e S32] 一 4. *P'"'(B)es= Kes” 


由 此 可 确定 4 一 等, 从 而 得 到 特 解 
y= 所 22ee2 


我 们 把 上 面 的 结论 再 强调 一 下 ， 对 于 非 齐 次 方程 (22)， 
当 忆 不 是 特征 很 时 , 它 有 形式 如 %-- 4ee 的 特 解 ; 当 有 是 简单 
的 特征 根 时 ， 它 有 形式 如 y= 4zes* 的 特 解 ; 当 忆 是 二 重 的 特 
征 根 时 , 它 有 特 解 y= 4z?eee， 以 上 4 都 是 待定 常数 ， 

【例题 3】 用 待定 系数 法 求解 非 齐 次 线性 方程 (18)， 

利用 欧 拉 公式 ,得 


cosnt= 地) 和， 


: 1 
Sin nt = (ee 
二 (em 一 ee， 


因此 方程 (18) 可 以 写成 


mas 


mn - 十 好 一 了 各 ein 十 Et (23) 
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仿 例 题 2 的 解法 ,我 们 令 
v= Ae"t + Be mt (24) 
为 (28) 的 特 解 ， 把 (24) 代 入 (233), 得 到 
Atm(in)? -Ee Bm —in): + ee 


名 pint 上 如 eint, 
从 而 
A( 一 m2 十 一 地 ， 
了 (一 mm" 到 十 委 一 司 . 
设 识 与 一 in 不 是 特征 根 , 即 


—m"n 二 kD, 
亦 即 外 加 频率 即 不 等 于 册 有 频率 o= \/ 之 时 ,那么 可 以 确定 
二 人 
2(k—mn) Am) 
所 以 由 (24), 我 们 得 到 特 解 
本 p emt on nD 
I 


其 次 , 设 in 与 ~ 名 是 特征 根 , 即 %=w， 则 仿 例 题 3, 我 
们 设 方程 (23) 有 特 解 
w=t(Aemt Be "tt), . (25) 
把 它 代入 方程 (23), 得 
tit(— mn tk) Ae Bet) -2m(iAne"— iBne ™) 
_P ne | pt 
A Fe ™), 


句 为 %=aw， 即 (一 me 十 人 一 0 所 以 


“RS 一 


2 4= 襄 ， 
本 -nD. 
tn B SE 
即 得 . ES 
ub yened 
B- 一。 2 
22 2 “ 
百代 回 (25), 则 得 到 特 解 
_ tp pit int 加 Dn 
2mn 2% Dm tenn 


这 样 ， 我 们 得 到 的 结果 与 在 例题 1 中 用 常数 变易 法 得 到 
的 相同 . 


习 题 4-6 


1， 设 wz) 和 wvCz) 分 别 是 微分 方程 式 
yy +p Fan)y=7r) 和 +pDY +q(2Yy= 0 
的 解 , 则 y=w(z) 十 VCz) 是 微分 方程 式 | 
yp qm Y=) + 98) 
的 解 ， . 
2. 用 常数 变易 法 求解 十 wy 二 了 (让 (常数 4>>0), 
3. 求解 下 列 方程 : I 
(D yy 22 yA0)=0, yO0)=l, 
(2) 2y"—dy' —6y= 3e%; 
(8) y+ dy=2+ 3er; y(0) =0, y 0) =2, 
(4) y"+2y =3++4sin 2w; 
{5) 人 "十 9 一 他 .ca 十 人 
《6) y+-y y= sin ey;, 


(7) 拓 一 乡 一 趴 二 oo0gh 2z。 [提示 : 利用 cosho= 二 (to),] 
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第 四 章 小 结 


这 一 章 的 内 容 对 于 普通 物理 和 力学 的 学 习 是 很 有 帮助 


.对 于 各 节 的 内 容 , 要 求 重 点 掌握 ， 
. 通过 具体 的 例题 和 习题 , 能够 熟练 地 求解 方程 %/' = 已 (0 


与 久 一 了 (9 y) (至 少 能 降 一 阶 ); 


.了解 关于 微分 方程 “线性 化 ”的 目的 和 意义 .能够 叙述 二 


阶 线性 微分 方程 式 的 初 值 问题 及 其 解 的 存在 与 唯一 性 定 
理 ， 这 里 特别 要 注意 解 的 存在 区 间 不 是 局 部 的 ; 


， 齐 次 线性 微分 方程 式 的 解 满足 选 加 原理 ， 线 性 无 ( 相 ) 关 


性 和 伏 朗 斯 基 行 列 式 的 关系 .基本 解 组 和 通 解 的 结构 . 
掌握 怎样 从 已 知 一 个 非 零 的 特 解 求 通 解 . 


. 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 的 求解 法 ， 能 够 根据 特征 根 是 


实 根 、 复 根 以 及 重 根 的 各 种 情况 分 别 写 出 所 需 的 解 ， 讨 
论 弹 管 振 动 的 解 在 什么 情况 是 周期 的 ， 或 衰减 振 葛 的 ， 或 
不 振 黄 的 ， 


， 熟练 地 推导 常数 变易 法 的 全 过 程 ， 并 旦 能 领会 这 方法 的 


要 点 ， 通过 具体 的 例题 和 习题 ， 能够 根据 强迫 函数 的 特 
点 ， 利 用 待定 系数 法 求解 常 系数 线性 非 齐 次 方程 。 能 够 
讨论 什么 时 候 会 出 现 共振 , 什么 时 候 则 不 出 现 . 
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= 
二 阶 线性 微分 方程 的 级 数 解法 


在 上 一 章 中 ， 我 们 介绍 了 关于 常 系数 线性 微分 方程 式 的 
求解 法 .本 章 要 讨论 关于 变 系 数 线性 二 阶 微分 方程 式 的 求解 
法 。 下 面 只 讨论 齐 次 方程 

4z)g + Br)Yy -Oo)y 一 0 (1) 
的 解法 ; 关于 非 齐 次 方程 的 解法 其 实 是 一 样 的 。 在 数学 物理 
中 有 一 大 类 问题 归结 到 求解 形状 如 人 《DD 的 方程 ,其 中 系数 通 数 
4(z2), 32 和 Oo) 都 是 2 的 多 项 式 ， 因 此 , 我们 在 下 面 假定 
方程 (的 的 系数 函数 都 是 多 项 式 , 虽然 下 面 的 解法 对 于 系数 函 
数 为 一 般 的 宕 级 数 的 方程 也 是 可 行 的 . 

如 果 系 数 多 项 式 有 公 因 子 (z 一 2o)， 那么 我 们 不 妨 设 在 方 
程 () 中 已 把 这 种 公 因 子 消去 了 。 如 果 4(wo) 王 0， 那么 在 点 
wo 附近 4A(w) 郑 0, 因此 方程 (二 1) 可 以 写成 如 下 形式 
YFP LY + gs) Y=0, (2) 
其 中 系数 函数 

pz) = Bs)/A(), gl) O02)/ AE) 

在 点 zo 附近 是 连续 的 ， 这 时 我 们 可 以 在 点 m 利用 解 的 存在 
和 唯一 性 定理 , 即 对 于 任何 给 定 的 初始 条 性 

4fzo) 一 9%， Ye) =, (3) 
初 值 问 题 (2) 十 (3) 的 解 是 存在 和 唯一 的 .我 们 称 这 样 的 点 办 
为 微分 方程 (也 的 常 点 ， 如 果 4(so)= 一 0 则 B(w0) 和 Clwo) 
至 少 有 一 个 不 等 于 零 . 因此 , p(2) 和 942) 至少 有 一 个 在 点 加 
是 不 连续 的 (事实 上 ，|p(wo) | 或 |g(ao) | 等 于 ce)。 这 时 , 关 
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于 初 值 问题 (2) + (3) 的 解 是 否 存在 , 我们 是 不 知道 的 ,这样 
的 点 zo 称 为 微分 方程 (了 的 奇 点 . 

这 一 章 的 主要 内 容 是 , 首先 介绍 方程 ( 力 在 党 点 邻 域 内 竟 
稳 级 数 解 法 , 而 且 重 点 讨论 勤 让 德 方程 和 勒 让 德 多 项 式 ; 其 次 
介绍 方程 由) 在 奇 点 邻 域内 的 广义 震级 数 解法 ,而 且 重 点 讨论 
贝 塞 耳 方程 和 贝 塞 耳 函 数 。 这 些 内 容 对 于 进一步 学 习 数 理 方 
程 基 不 可 缺少 的 . 

为 了 方便 读者 ， 我 们 在 第 一 节 中 列举 有 关 短 级 数 的 一 些 
基本 事实 . 


第 一 节 短 级 数 复 习 


下 列 形式 的 级 数 

dot a — zo) Feals— wo) 二 to sO— vo) 二 (1) 
称 为 千 级 数 ， 有 时 把 人) 简 记 为 

之 ooCc 一 oo 
现在 ,我 们 列举 有 关 窒 级 数 的 一 些 熟 知 的 事实 . 
工 ， 如 果 在 点 2 极限 
lim SD ae a0)" 

存在 ， 则 称 守 级 数 ( 攻 在 点 " 收敛; 否则 , 称 界 级 数 ( 了 在 点 必 
发 散 . 显然 , 肉 级 数 (1) 在 扣 zo 总 是 收敛 的 ; 它 也 可 能 对 于 所 
有 的 2& 都 收 伍 ， 或 对 于 所 有 x 天 zo 部 发 散 ， 或 对 于 某 些 % 收 
铺 , 而 对 于 另 一 些 % 则 发 散 . 

2， 如 果 级 数 


BS leo oo)"l 


= 人 27 一 


在 点 % 政 敛 , 那么 就 说 级 数 (了 ) 在 点 2 绝对 收 族 ， 可 以 证 明 ， 
如 果 ( 忆 是 绝对 收敛 的 , 则 它 一 定 是 妆 钱 的 ; 但 反 过 来 的 结论 
不 一 定 成 立 . 

3. 关于 检验 寡 级 数 (4) 的 绝对 收敛 性 ， 最 有 用 的 方法 是 
达 兰 倍 尔 法 ; 如 果 对 于 固定 的 x, 极限 


lim | Se+1(%2— Wo =1 
neo | tn( 交 一 tro)” 


那么 当 1 迟 i 时 ， 弓 级 数 (1) 在 点 zz 是 绝对 收获 的 ， 而 当红 
时 , 则 是 发 散 的 .这 个 判别 法 当 了 = 工时 失效 ， 

4， 刘 果 宕 级 数 全 在 点 必 收 和 敛 , 那 和 对 于 一 切 满足 
iz 一 zol 过 [m4 一 420| 的 点 2 等级 数 (是 绝对 收敛 的 ;如果 它 
在 点 2 发 散 ， 那么 它 对 于 -一 切 Iz 一 xol 'j 一 wo| 也 发 散 . 

8. 存在 一 个 数 召 ， 叫 作 畦 级 数 (人 的 收复 半径 ， 使 得 当 
1w 一 zol < 一 尼 了 时 ,每 级 数 (四 是 收 化 的 ,而 当 |z 一 zo| >R 时 , 它 
是 发 散 的 ， 对 于 一 切 x 都 收敛 的 昨 级 数 ， 我 们 定义 R=oo; 而 
对 于 只 在 点 m 收敛 的 千 级 数 ， 我 们 令 =0， 因此 ， 和 者 级 数 
也 的 收敛 范围 具有 三 种 可 能 : @ 一 个 点 zu 国 一 个 以 z 为 
中 心 的 有 界 区 间 7; 图 整个 4 轴 ， 至 于 回 , 震级 数 在 J 的 各 
个 端点 可 能 收敛 也 可 能 发 获 ， 

下 面 我 们 说 当 .z--azoil < 一 忆 时 ， 界 级 数 ( 办 收敛 到 fw), 
那么 下 列 结 论 是 对 的 . 

”6. 疾 级 数 四 是 函数 fF(o) 在 xz= zo 处 的 素 勤 级 数 , 即 - 
-0). 


3 


?。 函数 了 (x) 在 收 雍 区间 fa ma| < 下 上 是 连续 的 ， 而 且 
它 有 各 阶 的 连续 导数 .还 存 , 轰 级 数 ( 思 可 以 逐 项 微分 , 即 


f'(w) = 2 nn P— Ao) ! 
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等 等 . 
又 设 等 级 数 
2 (2 一 wo)" 


当 |w 一 zo| < 有 时 ,收敛 到 g(2), 则 当 |z 一 xo| 达 访 时 ,下面 的 
结论 是 成 立 的 
8. 客 级 数 可 逐 项 相 加 或 相 减 , 即 


f (0) 4g) D ant by) Co -m0)". 
9、 客 级 数 的 相 乘 ,好 
Fa)g(o) = Bonao)", 
其 中 


Cn = ad0Dn-i-G15 1 -i "+ anbo, 
10， 如 果 了 (2) 三 9(%)， 其 
le— V0) "三 > (¢ ~ go0)", 
那 入 oo 一 pg 一 8 62= D2 0, nm be 特别 地 , 若 
Sale 0)"=0, 


汕 C 一 CI 一 一 0 二 人 


习 题 6.1 
1 确定 下 列 敬 级 数 的 收敛 半 符 
GD A (eB Ce 
(8) 避 O01=)); (D2 
C5) ey, (0) Bniw. 


2， 确 定 下 列 函数 在 点 zw 处 的 泰勒 级 数 ， 同 时 确定 它们 的 收敛 兴 径 : 
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(1) Sipz， zo=0, (2) e*, m= 


(3) z, = 了 (4) 723, mo=—1; 
i 二 (le 
{5) logx, zo=1; (6) Ts mo =0; 
1 1 
= 一 2 
. (7) Ir’ To 0; (8) 1—z’ Xo 外 


3. 设 %z)= 习 azr"。， 试 计算 y 和 久 ， 并 且 写 出 各 级 数 的 前 四 项 以 
及 一 般 项 + 的 系数 .如 果 久 = 包 那么 dns 一 an 十 2 十 二) 
Cn=0, 1, 2, “0), 因此 ， 当 uo 和 1 给 定 后 ， 就 唯一 地 确定 VC2)。 


第 二 节 考级 数 解法 


设 微分 方程 式 为 
A(TIY'+ Bl) 二 Co 一 0， (1) 
其 中 系数 函数 4(%), B(z) 和 0O(z) 是 w 的 多 项 式 , 而 且 设 
4(so) 关 0, 即 点 wo 是 方程 (1) 的 一 个 常 点 ， 因 此 ,对 于 任何 给 
定 的 初 值 y(%0) 一 加， 好 (zo) 一 %， 方 程 红 ) 有 并 且 只 有 一 个 解 
y 一 y{%) 满 足 该 初 值 . 
我 们 要 寻找 方程 (办 的 如 下 形式 的 党 级 数 解 


y= Boo—a0)". 人) 


这 里 需要 讨论 两 个 问题 : 首先, 如 果 告 级 数 (2) 在 形式 上 满足 
方程 (D ,那么 是 否 能 够 确定 (2) 中 的 系数 m? 如果 能 够 确定 系 
数 ow 那么 宕 奴 数 (2) 是 否 收敛 ” 它 的 收敛 半径 是 什么 ?如 果 
我 们 能 够 证 明 ， 这 样 确定 的 形式 宕 级 数 解 (2) 当 je 一 zo| <R 
时 是 收敛 的 ， 那 么 它 确实 是 方程 (1) 的 解 . 

我 们 先 来 讨论 儿 个 具体 的 重要 例子 . 
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[例题 ] ”用 震级 数 方法 求解 埃 菜 (Airy) 方 各 
y=%y (ce<o0). (3) 
对 于 这 个 方程 ,显然 4(z) =1，B(z) 一 0, 0(z) 一 一 z, 因 
此 , o 一 0 是 一 个 常 点 ， 设 方程 (8) 有 形式 塞 级 数 解 
ya (4) 
对 (4) 式 进行 未 项 微分 ,得 
Y= PD na 1 二 (nl)anriv", 


oy nn— 二 )GnZ > (nm 十 3) (1) 2g. 
因为 我 们 是 在 并 不 知道 罕 级 数 ( 作 是 否 收 全 的 情况 下 进行 逐 
项 微分 的 ,所 以 这 种 运算 只 有 形式 上 的 意义 . 
然后 , 我 们 将 上 述 y 和? 的 形式 宪 级 数 代入 方程 (3), 就 
得 到 


> (B+ (下 十 十) wnsd =% Saw 


- Dari0 ( 令 qa_1=0). 
因此 ,就 得 递 推 公式 
(aa 十 3) (十 二 jc 一 Co-1 (=0， 1, 2, …) (5) 
或 2Co 0, 


出 此 可 以 推出 ,cz 一 as 一 as 一 …= Cant3 一 … 一 由 而 wo 确定 ts, 
从 而 确定 Wo, C9, “Cd8y ""' 市 且 易 知 


— 1831— 


Co Uo | Ce 


8 dd’ gag 


a ce 
Mn Bn) (Gn—1) Bn— 3 (and) 06 
辐 样 ， Cl 稍 定 了 ci en CT) Cao， ry 而 且 易 知 


(4 ee 1 
de 和 于 了 .43 10.9.7.6.4.3， 


C4 -一 


ee Qn BI CB Co (Bn 0d 
记 以 我 们 得 到 埃 菜 方程 (3) 的 形式 帘 级 数 解 为 


沁 3 
yo 六 (Bn (Bn— | 
tl 
二 ar [z+ 3 eT (Bn) -4 a (6) 


” 易 知 蹇 级 数 (人 ) 对 任何 的 z 都 是 收敛 的 ,所 以 我 们 对 它 可 
以 逐 项 微分 ,这样 ,上述 形式 步 双 也 是 实际 成 立 的 ， 因 此 , (6) 
就 是 埃 菜 方程 (3) 的 收敛 的 老 级 数 解 ， 注意 , 在 (6) 中 包含 两 
个 任意 常数 go 和 ai， 这 与 二 芥 齐 次 绥 性 微分 方程 通 解 的 结 
构 区 =cog(o2) 十 wb(2)] 是 完全 一 至 的 ， 而且 ,由 (6) 得 

y(0) =a0, Y (0) 一 cb 
邯 任 意 常数 、 co 和 ci 可 以 由 初始 条 件 9%00) 一 轨 ， 4 0) = 胡 来 
确定 ( 即 co 一 % 和 ad 一 加 )， 
【例题 2】 求 埃 莱 方 程 人 3) 在 <= 工 处 展开 的 震级 数 解 ， 
即 
y= oD". (7) 
此 时 ， 我 们 首先 要 把 方程 (3) 的 系数 函数 在 “= 工 处 展开 
成 筹 级 数 , 即 得 
y=[1+ (2—1)]y. {8) 
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由 (7), 在 形式 上 得 
to 位 (n 二 2 ntl)aals—l)", (9) 


用 一 总 


再 把 (7) 和 (9) 代入 方程 (8), 即 得 
Dat nt lease—1) 


由 > an (1)*4- 3 a (ws— 1)"t1 
= n= 


> Qn (一 二) Elo ro—1)" 
1 = 


tt 二 09 1 
一 Qo 十 > [aa 十 cr-i) (2—1)". 
由 此 比较 系数 , 我 们 得 到 递 推 公式 
203 一 Co， 
3.2aa 一 C1 十 co， 
4.3as 一 C93 十 Cd， 
5.dcs 一 Ca 十 Ga， 
(n+2) (n+ lee Gt dn (10) 


和 


0 
a= 网 ? 

QI Qn 
a 

好 [a & [A 
0 


4 12 12 24 137’ 


= 
wt 0 10’ 


因此 得 到 
yj -aa [i+ ce- 可 (2 -1)- 


6 
(zi): (zi) 
Ta | 
si | i 
rar| (x 妃 十 一 表 Le 100 二 | 


(11) 
易 知 , 它 是 收敛 的 笃 级 数 .。 因 此, (11) 就 是 所 求 的 皮 级 数 解 . 
一 般 说 来 , 当 递 推 公式 包含 三 项 或 三 项 以 上 时 [例如 递 推 
公式 (10)]， 要 象 例题 工 中 那样 明确 地 写 出 & 的 表达 式 是 有 
困难 的 .因此 ,我 们 在 (1) 式 中 未 能 写 出 它 的 一 般 项 . 
【例题 3】 求解 埃 尔 阔 特 (Hermite) 方 程 
久 2 Ay:0 (ovo0), (12} 
其 中 入 是 常数 . 
易 知 z 一 0 是 方程 2) 的 一 个 常 点 ， 设 方程 (12) 在 x=0 
处 展开 的 涯 级 数 解 为 


Y= > Got。 (18) 
把 它 形 式 地 代入 方程 (12), 得 
Sn IT)anzn-2 一 2 nz 十 3 和 on 一 人 0， 


或 
(es i- Nao) + (32605— 204+ Aa1)% 


十 > [(%+2) (nDansa—2nan+ NAG)" —0. 
由 此 我 们 得 到 递 推 公式 


人 
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2 一 和 
有 《nm 十 2) (n+ Ty 


mr 


这 样 , oo 确定 cz， 从 而 确定 ct, ce …; 而 & 确定 ,从 而 牧 
定 co cr …. 我 们 容易 算得 


jl 


(8—A)(4—A)N so 
-| 
+ [e+ Oot -Es 
10—A}(6—A)(2—A) 7 
tN + | 


是 方程 (12) 的 收敛 的 罕 级 数 锤 ， 而 且 , 当 入 是 非 负 的 侦 整 数 
时 ,从 上 式 可 以 看 到 , 埃 尔 米 特 方程 (12) 有 一 个 多 项 式 解 ， 例 
如, 当 %==0,2,4 和 6 时 ,相应 的 多 项 式 解 分 别 为 1 2, 1 一 22 
和 一 全 履 ， 对 应 于 和 一 2n 的 多 项 式 解 乘 以 适当 的 常数 后 ， 
就 是 有 名 的 埃 尔 米 特 多 项 式 有 H,(z). 

{例题 科 ” 求 解 勒 让 德 方 程 

(1—o)y" 29 +n(nt 1)y=0, (14) 

其 中 多 是 常数 . 

易 知 -0 是 其 让 德 方程 的 一 个 党 点， 我 们 设 方程 (14) 
有 下 面 形式 的 守 级 数 角 


y= Tom, (15) 


天 二 个 


为 了 便于 把 级 数 (15) 代入 方程 人 多 ,我们 首先 计算 


一 13 当 一 


n(nN+1) y= ;n+ 1) 6r", 


IM 


多 一 ee (E+2) (k+l)orsan, 


— wd [2 2[- kk— 1)6r]an, 
[GHD Bt Do nth Dn ho =0. 


从 而 我 们 得 到 递 推 公式 
2.16s+ n(n 1)eo =-0， 


8.26s-+- (nm—1) nt+2)01=0, 


人 


《用 十 全) EI (Wk) ntE+i)=0, (16) 
不 难 从 递 推 公式 (16) 挫 册 
tam==(—1)™ 
(一 2 十 2 人 (09 一 2)9 人 0 二 十 8) (十 272 一 1 
(2m)! 


和 
ami1—(—1)" 


让 (n—2m+1)-.…(n~3) (n— I) (n+2) (nt+4) ‘nt2m) 0 
(292 十 芋 ) 1 


(m= 上 2, 3, 2 
因此 ,我 们 得 到 勒 让 德 方程 的 吞 级 数 解 
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y=00 [1+ 2 (—D)” 
x (no— 2k+2): (一 全 入 (人 二 二 ni).n+2k—1) < 
(28) 
or BD (~1)* n 
2 (nD) nt) (n+).… (n+ 
(2 二 1)! 
a A17) 
由 (16) 可 见 ， 宕 级 数 解 (17) 当 |z| < 时 是 收敛 的 ， 注 意 ， 
“= 士 I 是 方程 (14) 的 两 个 奇 点 ， 可 以 猜测 , 在 (17) 式 中 ， 当 
xz- 一 士 I 峙 ,gg 的 变化 是 比较 复杂 的 ， 当 邑 是 非 负 的 整数 时 ， 
我 们 将 在 下 一 节 比 较 诺 细 地 讨论 勤 让 德 方程 (14) 的 圭 级 数 解 
《17)， 
作为 本 节 的 结束 ,我 们 对 一 般 形式 的 微分 方程 (1) 叙 述 一 
个 命题 . 
”命题 设 微分 方程 (]), 或 
y" 十 D(203 + qr)Yy=0, (184 


其 中 系数 函数 
p= Dlr-a)" 9) = Bolero)", 

当 Iw 一 ol <r 时 收 伍 , 则 方程 (18) 有 收敛 的 者 级 数 解 

y=- ole m0) (lowol<7), (19) 
其 中 6 和 .0 是 两 个 任意 常数 ,它们 依次 由 一 个 递 推 公 式 确定 
Cn (n>2), 

习 题 52 es 
1， 对 于 下 列 微分 方程 式 求解 两 个 线性 无 关 的 在 <=zo 点 展开 的 答 级 
一 上 37 一 


数 解 ,并 写 而 和 相 谋 的 遂 推 公式 : 
(了 多 一 4 一 0， zo=), 
《2) 咏 一 Y=0, mo=0; 
(3) 入 一 2 -Y=0, wo=1; 
(DD (I-22 ty=0, 一 0 
虽 ， 对 于 下 列 初 值 问 题 求 出 绑 《29)，Y (zo) 和 yz0), 从 布 写 出 相应 
初 值 问题 的 解 在 点 的 泰勒 展开 的 前 几 项 : 
(D ytoy ty=0; yO =1, 0)=0; 
(2) y'+ (sing)y + eosr)y=0; yO0) =0, y(0) =1; 
《3) zy’ 4 1-r yy tog oy=0; yl)=2, y (1)=0. 
,3. 求 微分 方程 y' 十 (sinz)y=0 在 z==0 处 展开 的 两 个 线性 无 关 的 知 


ER 本 gan+1 
级 数 解 . [提示 : sinc= 翌 (- Da] 


第 三 节 勒 让 德 多 项 式 


在 上 一 节 的 例题 4 中 ,我 们 已 经 求 得 勒 让 德 方程 
(2) 20 tn(nt+l)y=0 (DD) 
的 帘 级 数 解 为 
4 = 一 00 (ir 2 3 (一 到” 
xn OF + no 2)n ntl nt). (m+2k—1) | 


(28)1! 
+ DD): 
x (= 2+) ‘nn— 383) m1)}n+2) (n+4)..…… (n+ 2.) 
1 0 
Xti (2) 


其 中 o 与 o: 是 两 个 任意 常数 ， 
特别 ， 令 00 一 十 01=0, 则 有 
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1 Rm+1) ya. (m2)n(n+i DD 如 士 3) os. 
2 4! ， 


Y= 
(3) 
车 令 co 一 0, o 一 二 则 有 
ws Dt 
+3 m1 nt nt (4) 


51 


显然 , 这 纺 和 凡是 方程 也 的 两 个 线性 无 关 的 解 、 而 且 由 公 
式 (3) 和 (和 可 见 , 当 m( 设 mw> 员 是 偶数 时 , 则 放 = 了 2) 是 一 
个 % 次 的 多 项 式 ; 当 匈 是 奇数 时 ， 则 ys= 了 ,tw) 是 一 个 % 次 的 
多 项 式 ， 总 之 , 当 % 是 非 负 的 整数 时 , 勒 让 德 方程 (1) 有 一 个 
多 项 式 解 %g=coP(z)， 其 中 5 是 任意 的 非 零 常数 . 除了 一 个 
向 数 因 子 外 , 可 以 直接 验证 


1 图 CDrn-2h! ，， _ 
P.(%) 一 去 Dm (5) 
里 [如 | 下 示 如 的 整数 部 分 (n 一 0, 1, 2,…). 


由 公式 (的 表达 的 多 项 式 Pu(z) 叫 作 勒 让 德 多 项 式 ， 这 
种 多 项 式 在 数学 物理 方法 中 有 重要 的 应 用 ， 因 此 我 们 要 稍 作 


详细 的 讨论 . 
出 公式 (外 ,可 以 明显 地 写 沿 
Polw) =1, 
Pi(®)=%, 


Pa(z) = 二 (361), 
Por) ~ (50 — 2), 
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Pi(a) 一 二 (85o- 30c213 |! 


Ps(z) = (68 —702:+154), 
等 等 , 而 生 易 知 四 
也 (一 也 ] Ts (—1)"P, (v2). 
因 地 ， he (oj P,(z), 2 都 是 人 函数 # Pi (w), 了 Pa(z)， 


“下面 我 们 正明 有 关 和 让 和 项 式 的 几 个 有 用 的 公 吉 
1 


Po = 
SR 


1 | (一 DCan 一 2 的 1 ,a 
PO) - 训 训 TG DIGG-35T7 2 


ds 


Be a 
2 A FIR! der | 


ai 
CE 


二 La 上 【一切 21 2 mn 一 
20 on fo kl(n—k)! 2 "Re, 


= [1)"], 
即 得 罗 德 里 格 斯 公式 的 证 明 ，1 
由 罗 德 里 客 斯 公式 不 难 推出 P,(1) =1; 从 而 
P,(—1)=(—1)". 
2. 焉 交 性 ， 勘 让 德 多 项 式 系 {P,(%)} 在 区 间 [ 一 1, 雪上 
是 正 交 的 , 即 


-一 1T40 一 


P(t) Pon(2)dz 一 | Rs se 


事实 上 , 由 于 勒 让 德 多 项 式 是 勒 让 德 方程 的 解 , 所 以 有 
(ao) Ps) 20P' (2) n(nt1) Pz)=0 (6) 


(1—o) P(g) —22P, (2) +m(m+1) Pa(2) -0. (7) 
用 Pn(z) 和 Pu(z) 分 别 乘 (6) 式 和 (7) 式 , 然后 相 减 , 即 得 
[1 -oPaP, ~ PP)] = Cm—n) (m+ n+l1) PnP,. 
再 对 此 式 进行 积分 ,得 到 
mn) (mnt ld), Po(z)Po(e)az 
=[(1-0) (PnP PP)IEL -0 
所 以 当 mw 关 rn 时, 由 此 推出 
| Pu(z) -Puto)dz=0 1! 
另 一 方面 由 于 了 ,() 是 一 个 实 系数 的 次 多 项 式 其 以 
除了 有 限 个 零点 外 ，[P.(2)]?>0， 因 此 , 当 m=# 轩 ， 
全 Pn) Palo)do= | [Pao)J?do>0, 


即 得 正 交 性 的 证 明 ，】 
下 面 我 们 还 可 以 进一步 算出 积分 


3 2 . 
| [P(e)J de = oT. 8) 
”为 此 , 令 | . 
0 
则 罗 德里 格 斯 公式 变 为 


9. 


eo nr) 一 -页 or 


—i4t— 


本 此 , 逐次 利用 分 部 积分 法 , 得 


| [Ps(2)] ?ds% = ~ | uu Vay 
ee (2 m1) 1 


= | 1 
一 ， | tn Do 
一 1 


(2 ep! )? 
a Oy - PL 
a (—1)" 2n), 
DE 

—1)"(2 ! 1 

到 二 | (v2—1) dg 
2n)! {21)” ,Oantt 

(opt) Cn)! (Qnt+1) 
四 
2 十 


即 得 公式 (8). 

， ”上面 已 经 证 明了 勒 社 德 多 项 式 系 在 区 间 [ 一 1; 要. 上 组 成 
一 个 正 交 系 ， 因 此 仿照 侍 里 叶 《Fourier) 级 数 移 理论 , 可 以 讨 
枪 函 数 了 f(z) 关 于 惑 让 德 多 项 式 系 {Pwz)} 的 展开 问题 . 

3. 广 各 传 里 叶 级 教 ” 设 函数 f(z) 在 区 间 [一 1, 二 上 可 
积 , 作 了 (zc) 关 于 P,(z) 的 广义 傅 里 叶 系 数 
a tt fC)P, Co)de, 


则 称 级 数 : 
DanP,(e) (9) 

为 丁 孝 (2) 的 广义 傅 里 叶 纪 孝 , 记 作 ， 
f(z)~ DeonPsle). (10) 


广义 傅 里 叶 级 数 (9) 不 一 定 收 敛 ; 即使 它 是 收敛 的 , 也 不 
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见得 收敛 到 了 (2). 因此 我 们 在 (10) 式 中 没有 划 等 号 .但 是 , 如 
果 fo) 满足 狄 利克 菜 (Dirichiet) 条 件 ， 那 么 级 数 (9) 就 收 合 
到 函数 .jz)， 即 
(oO ~ Da Ps), 
关于 这 个 结论 的 证 明 由 于 篇 幅 所 限 , 只 好 从 略 了 . 
最 后 ， 我 们 来 考虑 勤 让 德 方程 的 另 一 个 与 Ps(a) 线性 天 
关 的 解 。 由 第 四 章 第 三 书 中 的 公式 (18) 可见, 瓯 让 德 方程 的 
通 解 为 
y=0P,(%) +0Q,(2), 
其 中 ou 和 os 二 任意 常数 ,而 且 


a dr 
: Qh (%) -Po rt: 
因为 P,(l) =1, 所 以 可 取 wol0 过 zo<1), 使 得 当 ms 和 zs 工时 ， 
二 <P(o) <2. 
i dy 
Qo)>3 | rr 


于 a 了 二 so ) 
启 (log 1 


此 不 等 式 的 右 妆 当 wt 时 趋 于 十 oe, 所 以 得 到 
lim Q,(%) = 十 2， 
这 就 证 明了 勒 让 德 方程 的 另 一 个 与 Pu(z) 线性 无 关 的 解 当 
vw—>1- 时 是 无 界 的 . 
习 题 5.3 


T， 令 母 函 数 3 
Gs, N=tl—2rtt+t) 了 


1” 则 GCw, 从 关 于 并 开 的 害 级 数 为 
$i Gy, t) = > [zj ，， 
其 由 了 (Co 是 惑 让 德 多 项 式 . 
2. 利用 恒等式 
| (1 2 (ot)G, | 
让 明 递 推 公式 
(上 1LPN — Qt lrP, 7) +nP, i172)=0 (1), 


第 四 节 ”广义 寡 级 数 解法 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 讨论 微分 方程 式 
A yt Br)y 二 Co)2 0 (了 
在 奇 点 zo 的 一 个 他 域内 的 求解 问题 。、 这 里 A(z)， B(s) 和 
CO(w) 都 是 的 多 项 式 ,， 而 且 它 们 没有 公 因 子 。 因为 zo 是 方 
程 (也 的 一 个 奇 点 ， 所 以 4(zo) =0。， 因此 ，A(%) 会 有 因子 
(Z 一 2zo0) 《> 而 了 oz) 或 Co) 就 不 含 因 子 (z 一 zo)， 亦 即 
了 (zeo) 关 0 或 C(zo) 关 0。 我 们 开头 就 说 过 , 对 微分 方程 (1) 在 
奇 点 zo 上古 不 能 随意 提 初 什 问 题 的 . 
【例题 二 讨论 微分 方程 
| gi 一 2 = 0 2) 
.显然 ， 光一 人 0 是 微分 方程 (的 一 个 奇 点 风 六 二 祭司 
+ 4 一 0 天 0 
孝 是 方程 () 的 党 点 
容易 验证 4 一 和 《一 co<4<co) 是 方程 四 的 一 个 解 ， 


间 洋 可 以 验证 y 一 亡 (2 沁 0) 是 方程 (2) 的 男 一 个 线性 无 关 的 
解 ， 所 以 当 *#0 时 ,方程 (2) 的 通 解 为 
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yy nt 01422 十 a a 
人 


南 此 可 见 ,方程 (2) 当 ->0 时 的 有 界 解 只 可 能 是 
yw? (or 是 任意 常数 )， 
它们 都 满足 gC0) 一 0, 9 (0) = 0. 因此 ,方程 (不 可 能 有 满足 
y(0) = 卫 (0) ~0 的 解 。 这 就 表明 , 对 方程 (2) 在 奇 点 =-0 
上 是 不 可 能 随意 提 初 值 问题 的 ， 另外 ,方程 (2) 的 另 一 个 解 
y= 二 当 4->0 时 是 无 界 的 ， 从 而 它 在 %0 处 不 能 展开 成 过 
鞭 级 数 ( 即 普通 的 宕 级 数 ). 这 样 一 来 , 我 们 就 不 能 存 奇 点 2=0 
的 邻 域内 用 第 二 节 中 所 讲 的 塞 级 数 方法 ( 即 令 y= 总 0?) 米 
求解 方程 3) 了。 
【例题 2 讨论 微分 方程 
022 一 204 Dy -0. (3) 
显然 ,方程 (8) 也 以 z=0 为 唯一 的 奇 点 ， 方 程 (8) 与 方程 
(2) 一 拌 是 欧 拉 方 程 , 所 以 我 们 不 难 求 得 它 的 通 解 
Y: CO 十 Cax”. (4) 
由 此 可 见 ， 方 程 (3) 的 任何 解 在 奇 点 2 一 0 的 邻 域内 都 是 有 界 
的 ， 而 卫 满 足 %(0) 一 0。 因此 ， 对 于 方程 (3) 我 们 就 不 能 提 
y(0) *0 的 要 求 ， 注 意 , 方程 (3) 的 通 解 ( 鸭 在 奇 点 -0 处 趣 
十 普通 的 吞 级 数 , , 
【例题 的。 讨论 微分 方程 
yt 32 1)y +y=0. (6) 
方程 (加 也 以 z 一 0 为 唯一 的 奇 点 ， 设 此 方程 有 下 列车 级 


y= 总 oo 《oo 天 0)， 
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代入 方程 , 推出 一 个 递 推 公式 
On 一 【 胸 十 二 )0r (n= 0, 1, 2, “), 
出 此 得 到 


C441 — (1% 十 1) 100. 
所 以 我 们 得 到 方程 (5) 的 一 个 形式 窒 级 数 解 
Y= 00 > Nz", 
易 知 这 笑 级 数 是 发 散 的 (上 只要 z 于 0). 
这 例子 又 表明 ， 我 们 不 能 在 奇 点 用 普 还 的 震级 数 求解 . 
【例题 4] 讨论 微分 方程 


2 六 十 49 十 ( 2 4)y =0, (6) 


方程 (6) 也 以 z=-0 为 唯一 的 末 点 、 令 


则 4=u(w) 满 足 
ww 二 = 0, 
合作 和 人 枚 和 
tSnvz 利 弛 一 cosm. 
因此 , 我 们 得 到 方程 (6) 的 两 个 线性 无 关 的 解 


sinz ee (—1)* 2 


J (7) 


~， (8) 

我 们 注意 到 , (7) 和 (8) 都 不 是 普通 意义 下 的 蹇 级 数 , 它们 
属于 以 下 形式 的 广义 舌 级 数 

Bess- zo" (oox0)， (9) 

其 中 常数 p 叫 作 指标 。 例 如 ，(7) 是 一 个 广义 的 哇 级 数 ,对 应 
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De 


dn ~ 


于 zo 一 0 和 指标 p 一 吾 : (8) 也 是 一 个 广义 的 等 级 数 ， 对 应 于 


wo 一 0 和 指标 p= -三 . 


因此 可 以 说 ， 方 程 (6) 有 两 个 线性 无 关 的 广义 置 级 数 解 
我 们 希望 找 出 某 种 具有 一 般 人 性 的 结论 . 
【例题 5】 求解 贝 塞 卫 方程 


02 十 ol 十 (2 一 ng 一 0 (10) 
其 中 常数 n>0. 
我 们 看 到 , 当 n 寺 时 , 方程 (10) 就 是 (6)， 所 以 我 们 鱼 
测 方程 (10) 有 广义 的 宕 级 数 佣 
y= Bo (#0), (UD 


其 中 系数 ox 信守 1) 和 指标 p 待定 ， 为 了 把 (11) 式 代入 方程 
(10), 我 们 先 计 算出 


-= (nes), 
ZY = > pa05r6 (人 邻 0.9"01=0), 
wy = DB http) ort?, 
oy" = Phtp) (btp—1)omre, 
再 把 它们 代入 方程 (10) 中 相应 的 位 置 , 推 得 


三 [(p 十 nm 十 六 (p 一 2 有)os 十 0 ste—0. 


由 此 可 见 , 这 等 式 中 各 项 的 系数 都 应 等 于 零 , 即 
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(p+n)(p—n)co=0, 
(p+n-F1)(p—n+1)6 =0, 
(p 十 2 十 2)(0 一 % 十 2)03 十 60 一 人 
《pm 二 3)0p -nt8)6d+e —0, 
(ptnt4)(p—nt4)e +0 =0, 


EE 


Ei . 


(12) 


ee | 
它 是 一 个 递 挫 公式 。 由 于 已 设 oo 关 0， 所 以 自 (12) 的 第 一 式 
推出 
本 (p 十 mp 一 中 一 (13) 
它 册 作 沸 标 方 程 。 由 指标 方程 (430 确 定西 个 指 款 抠 
Pa 一 中 A pao Nn, 
对 应 手指 标 根 p= pi 一 mw 在 弟 推 公式 (12) 中 的 一 般 项 为 
Gn EReFers—=0 (1), 
上 县 中 6 的 系数 为 (2n 十 对 0, 因此 可 以 依次 确定 we: 
出 (12) 中 的 第 三 式 , 好 
(2 -er 一 0， 
推出 所 =0; Se ¢3=0,6s—0,..., 
Cox4+1—=0, 
和 : 臣 ， 第 五 式 ,，… 等 分 别 检 出 
人 
24 (8 十 工 ) (Nn 二 +2)21 


Ca 一 


04 一 


Co2k 一 1) -Co 
2 至 (% 十 DY A 4 
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利用 了 函数 的 记号 和 公式 
T(n-Fkt1) = nth n+2) nt1)T nt1), 
T'(k+1) = hk!, 
我 们 可 以 把 上 述 cax 的 表达 式 写 成 
(—1)*T (n+1) 


On DHT (nF ETII TFL 


为 了 标准 化 , 我们 下 
1 
WT TTL)? 
则 (~ 1 


TFET TUT" 3 
形式 广义 短 级 数 解 


ce 1 9 二 
"Brrr ~ 
易 知 ,对 任何 2 广义 释 级 数 \14) 是 收 伍 的 ， 而 且 当 > 关 0 时 ， 
对 它 可 以 逐 项 微分 ， 这样 , 上 面 的 形式 程序 都 是 合理 的 。 因 
此 , y 一 /stz) 是 贝 塞 耳 方 程 的 一 个 (真正 的 ) 解 ， 它 叫 作 第 一 
类 贝 塞 耳 注 数 . 
对 应 于 指标 根 p= pa= 一 m»， 则 递 推 公式 (12) 的 一 般 项 为 
k(h—2n)ort os-2=0 (£21), (15) 
可 分 两 种 情况 进行 讨论 ， 
(一 ) 22 不 等 于 任何 整数 
此 时 在 (15) 中 ox 的 系数 大 (一 29) 关 0。 类似 于 上 述 对 应 
于 p 一 户 =% 的 情形 一 样 ,我 们 可 以 由 (15) 确 定 
人 一 0 一 0 一 光一 0ax41 一 一 人 0 


， 网 《一 二 天 (一 % 十 二 
以 及 Cn BRI ntETITOTI 
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于 
令 mT niy’ 


因此 , 当 2m 不 是 整数 时 , 我 们 得 到 贝 塞 耳 方程 的 另 一 个 解 

yr (s) 00 
它 明 作 第 二 类 有 宣 耳 函数 注意 ， 当 n>>0 时 ,由 (16) 可 见 第 
二 类 贝 塞 耳 销 数 J-nt%) 当 z%->0 时 ,是 元 界 的 ， 这 就 是 说 ,这 
时 页 塞 年 方程 在 麻 成 2%=0 的 邻 域内 有 一 个 元 界 的 解 ， 

(二 ) 2m 等 于 某 个 整数 六 

此 时 ， 若 用 (1 二) 去 定 cx, 将 发 生 困 难 ， 即 ex 的 系数 等 于 
等 ， 这 时 , 我们 又 可 分 两 种 情形 进行 讨论 ， 

1) 当 2% 等 于 一 个 奇数 28 十 贡 即 包 为 半 整 数 时 ,由 (15) 
可 见 , 当 为 偶数 时 , ow 的 系数 一 2%) 到 0， 因 此 与 上 面 一 
样 ,我 们 可 以 确定 

kr 
一 3 rs 00 (Kk>1). 
而 当 上 为 奇数 时 ， 车 上 之 28 十 1， 则 ox(L 之 1) 的 系数 上 一 2m) 
也 不 等 于 零 , 记 以 我 们 可 以 确 害 
0 一 0，0 一 0，…，0a (0; 
若 #>23 十 上 则 由 (15) 得 知 62441 的 系数 为 零 ， 而 县 
(28+1)(—2n%-+28+1)6%+1—0, 

(38+8)(—2n++28+8) cs 060511 = 0, 
我 们 只 要 令 0o041 一 0, 网 05043 一 0, Gos+5 一 0,，…， 这 样 ， 对 应 
于 6= pa= 一 %, 我 们 仍旧 可 以 得 到 一 个 广义 的 宪 级 数 角 
y=V-a《%)[ 它 的 表达 式 同 (16)]. 

2) 当 2n 等 于 侦 数 , 即 % 为 整数 时 , 我们 由 (15) 推 出 


Oi 二 C3 二 0; 二 w+ = ‘+ 0, 


以 及 0s 关 0D，，…'，Con 3 天 人 0. 
而 由 于 
27(292 一 292)pon 十 Ca 3 一 0， 

又 必须 ca-s 二 0， 这 是 一 个 矛盾 。 这 就 说 明 ，, 当 %w 为 整数 时 ， 
对 应 于 指标 殷 p= Pa 一 一 为 我 们 得 不 到 广义 的 窒 级 数 解 。 此 
时 , 只 能 求 得 一 个 广义 的 窜 级 数 解 y 二 J,(z). 

对 于 给 定 的 整数 n>0,， 我 们 取 参 数 an, 但 a 充分 接近 
2 则 对 应 于 m 有 Jelw) 有 和 J-az), 而 且 


Sa (FICOS AN— Toy) 


| ‘iain ex A0) 
Sin or 


Yael%) = 
是 贝 塞 耳 方程 
220 -Hz + (P00)y=0 
人 sa 人 2) 在 奇 点 &%&=0 的 邻 域内 是 无 界 的 。 
Yn(®) = lm gyal®), 
即 


Ye) = Tim al%)COS om oo) (17) 
一 人 SIn Or 


我 们 可 以 证 内 人 是 贝 塞 耳 方程 (10)? 的 与 第 一 类 员 塞 
耳 函 数 J,(2) 线 性 元 关 的 一 个 解 . 称 了 ,(2) 为 诺 昌 (Neumann) 
淖 数 或 第 二 类 贝 寄 耳 函数 (注意 , 这 时 勾 为 整数 ). 

由 于 贝 塞 耳 函 数 的 重要 性, 在 下 一 节 将 作 较 详细 的 讨论 ， 

我 们 从 上 面 列 举 的 几 个 例子 看 到 ， 人 
域内 有 时 可 用 广义 略 级 数 求 解 ( 如 例题 二 .2、4、5), 有 时 趣 不 
能 用 (如 例题 多 ， 那么 是 否 可 以 告诉 一 个 判别 的 准则 呢 9 请 
看 下 全 的 命题 . 

命题 ” 设 微 分 方程 (以 zo 为 正则 奇 点 , 即 方程 人 可 以 
改写 成 如 下 的 形式 

(和 一 各) 的 十 (一 加) 和 (2) 久 十 且 (208 一 0， (18) 
一 451 


其 中 (zo) 关 0, 了 (wz) ,Q(z) 和 了 (2) 是 多 项 式 ( 或 它们 在 z= 
处 可 以 展 成 泰勒 级 数 ), 则 微分 方程 (18) 有 收敛 的 广义 窒 级 数 
解 

和 一 Dos so) (60F0), (19) 


其 中 指标 p 和 系数 cn 之 1) 可 以 用 代入 法 来 确定 . 

关于 这 个 命题 的 证 明 , 这 里 就 不 细 述 了 , 这 是 因为 对 于 一 
般 的 读者 来 说 ， 广 义 宕 级 数 解法 的 最 主要 的 应 用 是 求解 贝 守 
耳 方 程 。 而 这 一 点 ,已 经 在 例题 5 中 完成 了 ， 在 这 里 叙述 的 
这 个 命题 可 以 帮助 读者 理解 前 面 所 举 的 儿 个 例子 。 讽 如 , 例 
题 1.3.4.5 都 以 ==0 为 正则 奇 点 ,所 以 它们 有 广义 的 矫 级 数 
解 ; 而 例题 3 却 有 一 个 非 正则 的 奇 点 (2 一 0), 它 的 形式 (广义 ) 
办 级 数 解 是 发 散 的 . 

为 了 帮助 读者 邵 练 广义 每 级 数 解法 , 我 们 再 举 一 个 例子 。 
有 兴趣 的 读者 可 以 进一步 去 找 一 些 有 关 常 微分 方程 解析 理论 
的 参考 书 (例如 ,参考 文献 [11] )， 

【例题 6] 求解 微分 方 各 


2 "一直 十 人 +2)9=0 《20) 

易 知 c~0 是 方程 (20) 的 一 个 正则 奇 点 ， 因 此 ,我 们 可 以 
求 方程 420) 的 广义 宪 级 数 解 

y= 习 caot (oat0). (21) 


为 了 代入 的 方便 , 我 们 先 计 算出 
人 一 2 Ont"tp, 
= 袜 On-12**? ( 令 0-1=0), 
一 zf = 3 [— (np)onde" es, 
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2z2 = > 2 人 (72 十 PC 十 户 一 1youznte 
把 它们 代入 方程 (20), 得 到 
{tantp) n+p—l) — (ntp) +1]o 
二 0.1} 1 =0. 
从 而 得 到 递 推 公式 
[2C(%+p) ~—1] [n+p) m1 + =0. 
当 n=0 时 ,我 们 推出 
Fp)=(2p—1)(p~ (指标 方程 ). 
所 以 得 到 两 个 指标 根 p=1 和 一 序 (p>ps). 
对 应 于 p=p1=1,， 有 递 推 公 式 
Fl(ptn)e to 1—0 (n>1). 


因为 pi 是 最 大 的 指标 根 , 所 以 了 (ps *0 (1 并且 
一 工 


0 TE 


Cn 


和 


_ (C1) 
Flpt Ftn1)-F(pot+1) 


这 样 , 令 co 二 1, 我 们 就 得 到 一 个 广义 的 窒 级 数 解 
pg Ca 
Y -+ es Fmtn) ptn—1).. FFI | 
同样 ， 对 应 于 p=ps~ 诗 ， 由 于 pa 二 bkps《h>1， 妈 
(pa 十 下) 天 0(L 之 1), 我 们 又 得 到 一 个 广义 的 里 级 数 解 
(= nn 
= [se ga FOpsFn) Fo tn Bpt1)” a 
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容易 用 达 兰 倍 尔 (D'Alembert) 法 判别 土 面 所 得 的 级 数 
是 收敛 的 ， 而 且 妇 与 奶 显 然 是 线性 无 关 的 , 因此 ,我 们 求 得 
方程 (29) 的 通 解 为 
Y= OY1(%) + cay2 (2). 


习 是 6.4 


i， 试 判别 z= 一 1,0, I 是 下 列 微分 方程 的 什么 点 ( 常 点 或 正则 麻 点 或 
非 正 则 宥 点 ?9 
(DD xy +1 +ry=0, : 
(3) 代 一 2 -22494-4202 十 了 Dy 二 0《 勤 让 德 ): 
(3) 301 —2)y +22y + Bry =0; 


2 
(1) (10)y' + 二 y+ 外 = 从 


5 tg 必 
(Dy + 


3. 用 广义 大 级 煞 求 解 下 列 微分 方程 ; 
(1) 27y"+Y+2y=0; 
(2) my" + zy + (z=0; 
(3) wy'+y=0; 
(4) my +y ~y=0, 
3，, 设 超 儿 何方 程 
Xi—zy + Ly lrat hry —aBy=0, 
其 中 由 8, 7 是 常数 ， 
(Hb 证 明 z=0 是 一 个 正史 奇 点 ,相应 的 指标 根 为 
=0 和 ps==1 一 7; 
{2) 证 明 z= 工 也 是 一 个 正则 奇 点 , 相应 的 指标 根 为 
m=0 机 po=Y 一 一 局 
(3) 设 1~7 椒 是 正 整 数 ， 则 超 几 俩 方程 在 z=0 的 邻 城 内 有 一 个 
解 是 
y1=1- en 


\2 
) y+3C1+z) Y=0, 


.a+ DBB+D 


Yy(Y+1): 21 二 
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《 超 几 何 级 数 ), 它 的 收敛 半径 是 什么 ? 
(4) 设 1~y 不 是 整数 , 则 第 二 个 解 为 
w=2 [1+ a A 


(a— Ya +2 (8B— y+1)(B-y+2) ,a 
Gy) 3 7) ol 


第 五 节 贝 塞 耳 函数 


在 上 一 节 中 ,我们 用 广义 宕 级 数 方法 解 出 了 贝 塞 耳 方程 
4 十 ol 十 (对 一 只) 一 0 (1) 

《常数 ?0)， 并 且 用 它 的 和 解 宪 义 了 两 个 重要 的 特殊 函数 一 一 
第 一 类 贝 塞 耳 函 数 9g= wkz)[ 见 上 一 节 中 的 公式 (4) 和 第 
二 类 贝 塞 耳 画 数 9y 一 -wz) [ 当 史 不 等 于 整数 ， 见 上 一 节 中 的 
公式 (16)] 或 y= 了 ,(z)[ 当 等 于 整数 ， 见 上 一 节 中 的 公式 
(17); 六 ,(w) 又 名 诺 曼 耳 数 1， 而 在 实际 的 应 用 中 , 主要 是 % 为 
整数 的 情况 。 所 以 我 们 在 下 面 都 假定 % 为 整数 ， 通 常 称 
js(o) 为 了 4 阶 贝 塞 耳 函数 ; 而 称 了 ,(2) 为 ni 阶 诺 曼 寺 数 ， 我 们 
在 这 一 节 的 主要 任务 是 讨论 有 关 yo 和 Tw(2z) 的 某 些 有 用 
的 性 质 ， 

1， 渐 近 式 ”对 于 贝 塞 耳 函数 J,(z)， 存 在 常数 4,(>0) 
和 on, 使 得 当 zw 一 co . 有 渐 近 式 


(0) = sino ton) +0(D)], @) 


这 里 0(1) 表 示 一 个 无 穷 小 量 ; 同样 , 对 于 庶 曼 函数 了 ,(w), 存 
在 常数 B(>0) 和 6B，， 全 得当 % 一 0 时 ,有 渐 近 式 


了 (2 一 -六 Cos(e+p +0(D]. (38) 
事实 上 , 令 
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Wt) = Mz) (z>0)， (4) 
或 J,(%)=u(z)/Mw， 代 入 贝 寨 耳 方程 (), 就 得 到 
| 
Ww (wv) 二 +\I— po wr) =0.、 (5) 
因为 Zn(z) 是 (1) 的 非 零 解 ,所 以 wlz) 也 是 方程 (6) 的 非 零 解 ， 
从 而 ww) 和 w'(w) 不 能 同时 为 零 ( 为 什么 ?), 亦 即 
To) = ~ [uw)] + te (w)] >0. 
尖 此 ,我 们 可 以 把 ww%) 和 w(w) 表 达成 极 坐 标的 形式 
Wr)=7T)Bind(s), u(r)=r(w) eos Os), (06) 
由 方程 (5) 可 推出 


1 
0 3 r(z)ging(c)cosbko)， (7) 
1 
nr 
Ow) =1— 3 sin’ 0 (2), (8) 


由 方程 (7), 得 


i 
一 二 ln dt),con oct)at 


(2) =roel 9) 
其 中 % 一 f(D)>0、 因 为 jsing(t)veos0(| < 二 ,所 以 积分 


和 


= 0 一 了 了 
f 7 Sin O(t)cog 0 (tat 


是 收敛 的 ， 因 此 , 由 公式 (9) 可 见 ， 当 w 一 co 时, 7(2) 的 极限 
存在 ,好 


1 
i -一 了 sn .#000 gt 
limy(e)= 4 一 mac Re 


一 1 才 才 一 


亦 即 当 > 一 co 时 ,得 
r(w)—As+o(l). (10) 
又 令 9(z) 一 x 十 gl%), 则 由 方程 (8) 推 出 
1 2 


rit 
人 (人 一 一 一 Sin (w+ p(s)), 
由 此 积分 , 即 得 


2(2) —p(1) = | 二 ni 


这 等 式 右边 的 积分 当 i 
vz->co 时 有 极限 ， 令 
lim g(x) = fn, 
亦 即 当 x 一 co 时 ,有 有 
pr) 一 an 十 Of1)， 
或 &z) 一 zaod)， 再 由 (10) 和 (6) ,我 们 得 到 
ur) = A Sin(g+ en) + 0(1) (11) 
各 
WE) 一 .dcos(Y 十 an) 十 0 二 ， (12) 
从 而 出 ( 鸭 推 出 渐 近 式 (2 成立， 另外 , 由 于 


7- 二 多 -二 , 区 下- 六 Ce()+oGD] 


所 以 我 们 还 可 以 从 (12) 推 出 Jn(%) 的 浙 近 式 
ln) = eos(ston) +o(D]. (18) 
它 可 以 看 作 是 从 渐 近 式 (2) 直接 求 导数 而 来 的 ; 或 者 说 , 我 们 
可 以 对 渐 近 式 (中 求 导数 
占 樟 可 证 渐 近 式 (3) 成 立 ,而 且 对 它 也 可 求 导数 了 
由 上 述 渐 近 式 可 见 ，7s(z) 和 了 wz) 都 有 无 穷 多 个 零点 ， 


2， 诺 曼 函 数 


“ 从 三 1 相 ， i x 一 十 2K 
Yo) = 2 nz)log fm 人 (多) 


ED 人 元 (十 1 了 
1~ z PEE 士 见 (m 十 开 二 二 7 re VY 
3 Tk 7 k+l1) ( ) 
(14) 


其 中 由 = 了 (6)/T(8). 
事实 上 ,由 上 一 节 关 于 了,(z) 的 定义 , 有 


Ts(o) — lim Jeeosom ols) on). (16) 


31N 志江 
由 于 
Kk—o 
DT (16) 
令 o 一 n, 则 当 0< sw 一 1 时 ,有 
HE 人 (Ht-HD)I->ec， 
因此 由 (16) 推 出 


| 本 (一 1 vt DkE—n 
Tu(%) = i 于 


《一 二 于 到 十 失 
TOT Ty (3 $) 
= 1) (rt), 


另外 ， 又 因 cosnz 一 (一 J)*? 和 sinnxz=0， 所 以 极限 式 (15) 
是 0 比 0 的 不 定形 .利用 洛 必 达 (L Hopital) 法 则 ， 有 


rE ,0 
由 公式 
、 (一 了 tw \28+D 
四 -六 TGFROETT (全 ) 
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I 


推出 


J.(s) _ Cy v Nmto 
ac Ce 


[log Woth 1 »|. 


因此 


[1og 2 -yn tet+D|. (18) 
为 了 计算 [二 襄 瑟 |。 我们 招 7 分 成 两 部 分 


人 


再 利用 公式 (GT 全 一， 
得 到 
1 一 da 一 人 sm 一 训 ) 
ess 名 wl RE) : 9 名 (多) 
er — 1Y* 人 pg 
De ) ' 
当 0<<K<n 一 二 时 ,有 有 
| (—1)*7'(o— k)sn sr (0 — | 
2 人 二 由 


Da 全 全 1) 


1 四 
从 而 挫 出 


[a] CD(s 
[ar .| ~ 二 只 k= 匀 TF 


。 [=108 © + -n+bt+)| 


1 » SH Ln kb) oY 
3d) TG 号 ) 
(= 
2 "> TETI)T m+E+1) 
Gy 108 $ wt}. 


再 用 (18) 和 (17) 就 推出 表达 式 (14) 成 立 . 了 


我 们 由 ye) 的 表达 式 不 难看 出 
Jof0) =- va(0) 一 0 ( 当 n21)., (19) 
所 以 由 (14) 式 推出 
lmY,(%)=~o%. (20) 


由 (19) 和 (20) 可 见 , J,(%) 与 了 ,(z) 是 线性 无 关 的， 从 而 它们 
的 零点 是 相互 分 开 的 (这 个 结论 的 证 明 见 第 七 章 第 一 节 中 的 
推论 1). 


对 于 n=0 和 1 的 情形 ,我 们 带 出 Jo(w) 和 了 ,(w) 的 大 至 
图 形 如 图 1 和 2., 


图 所 2 


根据 渐 近 公式 ， 我 们 已 经 知道 贝 塞 耳 函 数 J,《w) 有 无 穷 
多 个 零点 ; 而 且 易 知 这 些 零 点 都 是 简单 的 ， 设 它们 为 
0<B<pBs< Be (00). 


这 些 零 点 当然 与 有 关 ， 
在 实际 应 用 中 , 有 时 需要 在 区 间 0<t<1l 上 讨论 画 数 系 
J (Bt), Jn(Bst), 2 JE)， Ss (21) 


383. 正 交 系 函数 系 (21) 在 区 间 0<t<1 上 以 了 为 权 组 
成 一 个 正 交 系 , 即 


| tT, (Bit) Ts (But) di= | 
事实 上 , 令 


0, 当 jb; 


92 
正 数 ， 当 j=k。 人) 


w=Jn(0t), v=J, bt), 
则 由 贝 塞 耳 方程 (全 推出 
十 地 十 (a 六 一 地)u=0 《表示 -号 
和 
6+ 二 (bm)o =0, 


"一 +t 一 


从而 得 到 ma sn . . 
{vs— un tu uD) + 1 bi =0, 
或 消去 因子 t, 得 到 
-Ko 一 四 )] 十 4a3 一 82)20 一 0. 
在 区 间 0<t<1 上 积分 比 等 式 , 得 到 
G0) turdt=u CdD -oDE). (28) 


J0 
(这 里 用 到 x(0) 和 2(0) 是 有 界 前 . ) 因 为 
tf =J,(a), wll) = QJ (a); 
vl) =7,(D), (1) =87(9), 
所 以 在 (28) 式 中 令 a= 局 和 5 一 Bt 从 ,就 得 
{#7 (BA) Ta Bt) a 
Bufo(B) Tr (Br) — BT (Be)T (PB) _ 0 


于 i 

这 就 证 明了 公式 (22) 中 的 第 一 部 分 . 

其 次 ,在 (28) 中 令 8 一 Bo azBo 则 有 有 

jieD7Te(BDal 一 去 全 To)TME， 
这 等 式 的 右 端 当 o> BB. 时 ,是 一 个 0 比 0 的 不 定形 ,用 洛 必 
达 法 则 ,我 们 得 到 
(ita(Bet) ?G3 (BO)]:>0, 

即 得 公式 (22) 中 第 二 部 分 的 证 明 ，3 

式 (21) 称 为 由 守卫 正 交 廿 诸 系 ， 与 勒 让 德 正 交 多 项 式 系 
相仿 ,我 们 可 以 讨论 函数 了 (人 ) (0<t<1) 关于 贝 塞 耳 正 交 西数 
系 的 展开 问题 . 

设 函 数 了 (在 区 间 9<t<1 上 上 可 积 ， 我 们 考 霹 它 关于 内 


一 《2 一 


塞 耳 正 交 函数 系 (21) 的 展开 , 即 


fi) ~Ea7, (Bi), (24) 
其 中 系数 | 


a -Btyadt 25) 
eT | tf(t)7 ,Bdt. (28) 


注意 ”如 有 果 级 数 (24) 一 致 收敛 到 了 (， 那 么 利用 公式 
(22), 我 们 可 以 确定 系数 &; 满足 (25); 反之 , 设 由 公式 (25) 确 
定 gj， 那么 级 数 (2 和 不 一 定 一 致 收敛 到 7 人 .在 适当 的 条 件 
下 (例如 f(D 满足 狄 利克 莱 条 件 )， 可 以 证 明 贝 塞 耳 级 数 (24) 
收敛 到 了 (办 ， 这 与 传 里 叶 级 数 的 理论 非常 类 似 , 我 们 就 不 作 
进一步 的 讨论 了 . 

在 数学 物理 方法 中 , 贝 塞 耳 函数 是 非常 重要 的 工具 ， 由 
于 条幅 所 限 ， 我 们 不 能 列举 关于 贝 塞 耳 函数 的 具有 代表 性 的 
应 用 例题 ， 在 这 里 我 们 只 举 一 个 简单 的 
例题 ， 作 为 对 贝 塞 耳 函数 讨论 的 结 
束 . 

【例题 】 起重机， 起重机 提升 货物 
时 欧 运 动 方程 ,有 点 象 单 摆 的 运动 方程 ， 
不 同 的 地 方 是 ， 超 重 机 提货 的 摆 长 了 是 
随时 间 i 而 变化 的 (参考 图 5-3). 

参考 单 控 的 运动 方程 ， 我 们 得 到 起 


重 机 提货 的 运动 方程 
ms (7S da 全 ) 上 -到 ue ——+mgsing=0, 


其 中 m 代表 货物 的 质量 , a>0 表示 阻 尼 常 数 ,! 表示 ' 摆 长 ”， 
设 ?0 一 ob 则 上 面 的 运动 方程 变 为 


de mo -0 0 
nu dr MO 而 Hatin 0, 


— 164— 


Pz 一 Ga ,9 
或 人 ! 学 A “0. 


为 了 简单 起 见 , 设 


simn 亿 信 2 ll >s 


则 让 上 式 得 到 近似 的 运动 方程 为 
Oo rr a g 
i ep pr 


再 邻 E=2M9(i6 一 o0)/lo|， 即 得 贝 寨 耳 方程 
2 g 
C2 7 上 .人 6 0. 


它 的 通 解 为 
vw—01J0(€) 十 ca7o(S)， 
从 而 我 们 得 到 起 重 机 提货 的 摆动 过 程 为 
oo Tr VR) or, (Tr VR). 

设 cs*0， 期 当 1->0， 根 据 诺 曼 孟 数 的 性 质 ， 有 s~>o0 
(或 一 00). 这 就 是 说 , 起 重 机 提升 货物 时 的 摆动 是 不 稳定 的 . 
通常 的 电梯 和 矿井 的 饼 笼 总 是 限制 在 一 个 固定 的 孔道 中 上 下 
滑动 ， 其 理由 就 是 要 防止 产生 这 种 不 稳定 的 运动 ， 


习 果 和.5 
1. 试 证 ; 
Ee eo); 
eT s)] nna). 
2. 证 明 半 上 整数 春 的 贝 塞 耳 函数 为 
了 (0) = 3 sinz J NE 《并 作 图 》 
要 nr 外 | mT, 二 


一 16《4 一 


《一 mn ad 加 Sin x 了 - 
A er 


A 2 二] 
(n=0, 1, 2, *), 
3. 用 贝 塞 耳 簿 数 表达 微分 方程 
Y" +my=0 


六 1 
的 通 解 提示 : 先 令 t= 号 ai 再 令 gmtau|， 


第 五 章 小 结 
本 章 讨论 微分 方程 
4(z) 人 十 五 (rz) 久 十 oC2)9Y 一 0 (1) 


的 级 数 解法 (这 里 设 系 数 函 数 A(z)、B(z) 和 0O(z) 都 是 多 项 
式 ) 分 两 种 情况 : 
第 一 种 情况 ; 和 是 一 个 常 点 , 即 4(zo) 头 0， 此 时 ,微分 方 
程 (全 在 > 一 zo 的 邻 域内 有 收敛 的 寡 级 数 解 
4 一 习 w(z 一 ao" 
其 中 0o, 01 是 两 个 尾 意 常数 , 而 系数 6, 之 1) 由 一 个 递 推 公 
式 随 o 与 ci 和 而 定 . 
一 个 重要 的 例子 是 惑 让 德 方程 
( 代 一 22) 凡 一 2zo +n(n+1)y=0, (2} 
它 以 z= 0 为 一 个 常 点 ， 当 wm 之 0 是 整数 时 , 勤 让 德 方程 (共有 
一 个 多 项 式 解 
y=-PD) -Dy. 
而 且 勤 让 德 方程 另 一 个 与 Ps(z) 线 福 无 关 的 解 Y= 把 (2) 当 
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2 一 二 时 是 无 界 的 ， 
人 {P(o+ 在 区 间 -1<z<i 组 成 一 
个 正 交 系 , 上 
1 | - mn 
J —: 047) 和 当 m=%, 
因此 , 我 们 可 以 在 一 1 志 z 记 1 上 讨论 函数 了 (z) 的 广义 傅 里 叶 
级 数 


J (0)~ Dan Palo), 
其 中 广义 全 里 时 系数 
We 2 fw) Ps (a) dy. 


-种 信 况 ，m 是 一 个 正则 奇 点 , 即 方程 () 可 写成 如 下 
形式 
(2— 20)°P(o)y" + (ww) Qo)y + Rv)y 0, (3) 
其 中 P(2), @(%) 和 卫 (z) 也 都 是 多 项 式 (或 在 % 处 可 展开 成 
泰勒 级 数 )， 此 时 ,方程 (3) 在 琳 点 zo 的 一 个 邻 域内 有 广义 的 
吞 级 数 解 
4 一 Seo— wo)"™, 
其 中 oo*0 是 任意 常数 , p 是 指标 ; 指标 p 是 由 一 个 指标 方程 
来 确定 的 ,系数 on 之 了 ) 由 递 推 公式 随 mw 和 p 而 定 ， 最 重要 
的 特例 是 贝 守 耳 方程 
Ty"Toy' 十 (29 一 22)y=0 (常数 mw>0)， (4 
它 以 z=0 为 一 个 正则 奇 点 ， 
当 郊 不 是 整数 时 ， 贝 塞 耳 方程 有 两 个 线性 无 关 的 广义 守 
级 数 解 g= Js(o) 和 4=v-。(2) (它们 分 别 叫 作 第 一 类 和 第 二 
类 中 器 耳 函数 )， 当 w 王 0* 时 ,Js) 是 有 界 的 ,而 J-(z) 是 
— 1686 一 


无 界 的 . , 
污 多 是 载 数 时 ， 我 们 只 能 得 到 贝 密 耳 方 答 一 个 广义 徊 经 
部 解 g=Js(z), 它 当 zs 一 0+ 时 是 有 界 的 ， 另 一 个 与 mn(z) 线 
性 无 关 的 解 是 诺 归 函数 


六 (2 一 1im 
3 SIN oT 


它 当 2Y 一 全 时 是 无 界 的 ，J,《%) 有 兆 穷 几 个 零 牛 
0<B< BB (00), 

而 县 员 塞 耳 函 数 系 (n 为 辐 定 ) 
nCBt), Ta Bat), 1, Sa Bet}, 

在 区 闻 0<t<1 上 关于 权 # 组 成 一 个 正 交 系 中 , 妈 

0， 3 jb; 


Jalw OostmT— dalr) 


i 


"Co Bd 
J, wn Bra oa 当 j=k. 


因此 ， 在 区 赔 0<t<1 上 可 以 讨论 函数 fF() 关于 上 述 贝 塞 耳 
正 交 中 数 系 的 广义 传 里 叶 级 数 


z f (0) ~ (By), 
其 中 广义 全 里 时 系数 
2 到 i 
Qj 二 [BVT | tf CI CB RN. 


[ 注 ] 设 p 提 是 在 区 间 [a, 可 给 定 的 一 个 连续 函数 。 又 设 关 ( 引 和 户 坟 是 
在 fo, 如上 的 两 个 连续 函数 。 如 果 积 分 


GGA GL 
则 称 函 歼 户 的 和 六 的 在 [a, 妇 土 关于 权 p 的 是 正 交 的 , 
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第 六 章 
拉 普 拉 斯 变换 


关于 常 系数 线性 微分 方程 的 求解 问题 ， 我 们 在 第 四 章 中 
所 介绍 的 方法 实际 上 已 经 够 用 了 ， 不 过 , 许多 工程 师 大 都 喜 
欢 采 用 妨 一 种 求解 法 一 一 拉 普 拉 斯 变换 ， 这 是 因为 拉 普 拉 斯 
变换 对 求解 初 值 问题 和 间断 的 微分 方程 要 比 通 常 的 方法 快速 
得 多 ， 而 且 拉 背 拉 斯 变换 与 工程 上 的 一 些 术语 可 以 作 紧 密 的 
配合 .所 以 我 们 这 一 章 的 内 容 是 为 许多 不 太 熟悉 拉 普 拉 斯 变 
换 的 工程 师 和 实际 工作 者 提供 方便 的 . 


第 一 节 ” 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 


我 们 在 这 一 章 中 将 简要 地 介绍 一 种 求解 常 系数 线性 微分 
方程 很 有 效 的 工具 一 一 拉 普 拉 斯 变换 ， 它 特别 在 电路 分 析 和 
工程 控制 理论 中 有 广泛 的 应 用 . 

因为 在 定义 拉 普 拉 斯 变换 时 上 需要 用 到 无 穷 积 分 ， 所 以 我 
们 先 对 它 作 一 个 简短 的 回顾 . 

设 函 数 了 (t) 定义 在 区 间 [a, oo) 上 , 而 且 对 二 任意 的 了 


(>q), 定 积分 | 7(Dd 让 在 ， 我 们 形式 地 记 作 
Falim | fC, 人 
并 且 称 
[MAGE (2) 
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为 函数 F 纹 在 区 间 fe， ce) 上 的 无 穷 积分 ， 如 果 在 (1T) 式 中 碳 
端的 极限 存在 , 则 称 无 穷 积 分 (2 为 站 将 的 [此 时 (了 ) 式 成 立 ]; 
如 果 在 (4) 式 中 右 端 的 极 归 不 存在 ， 则 称 无 穷 积 分 (2 为 发 向 
的 [此 时 ( 卫 式 无 意义 但 是 , 对 于 lim| .Fo&= co( 或 ~oc) 
的 情形 , 我 们 也 写作 | .7(Dd= co( 或 一 cc)]. 
【例题 1】 设 函 数 F 纪 = 拓 ， 其 中 万 是 实 的 常数 ， 计算 
它 在 区 间 [0，co) 上 的 泡 穷 积分 . 
当主 0 时 ,有 
| eidt 一 地 et |. 区 (er 1), 
从 而 
一 十 
| 7 (三 =im 志 (ez 一 D -| 下 当 大 <0; 
co， 当天 >0。 
而 当 &-0 时 ,有 
| f(tat= lim a dt ~ Him (P) ~ oo, 


所 以 无 穷 积分 | ex 当 <0 时 是 收 伍 的 ; 当 >0 时 是 


发 散 的 ， 

[例题 2】 设 西数 了 ( 引 =t? 定义 在 0<t<oo 上 , 其 中 了 
是 一 个 正 的 常数 ， 计 算 它 在 区 间 [1， so) 上 的 无 穷 积 分 . 

当 2 才 工时 , 有 


「 了 (人 一 lim | i"?Qt = lim ~ 


1 
-| 当 p> 
0, 当 w<<1， 


Te 1) 
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而 当 2= 工 时 , 则 有 
fC) ~ lim | 二 4-liam log 见 =- oo. 
-1 人 -oo 1 和 -+ca 


所 以 无 穷 积分 | 244 当 正 数 D<1 时 是 发 散 的 ; 当 p>T 
时 是 收敛 的 . 
对 于 比较 复杂 一 点 的 情况 ， 怎 样 关 别 无 穷 积分 的 收敛 性 
或 发 散 性 呢 ? 这 里 介绍 一 种 最 常见 的 判别 法 ， 
首先 ， 让 我 们 来 回顾 一 下 函数 的 分 段 连续 性 ， 设 函数 
(人 ) 在 1 如 点 的 在 极限 各 极限 
fl -0) = lm, 7 


和 0 


都 存在 面 不 相等 ， 则 称 妈 为 函数 (i) 的 一 个 第 一 类 间断 点 ， 
这 里 ,并 不 要 求 了 (有) 在 间断 点 ts 上 有 有 定义， 如 时 函数 f() 在 
区 间 [e,8] 上 除 掉 有 限 个 第 一 类 间 肠 点 外 是 连续 的 ， 那么 就 称 
函数 产 世 在 区 间 [c,， 约 上 渤 分 段 连续 的 。 
例如 , 由 关系 式 : 
1 当 0St<l, 
folt) =“0, 当 1<t<2; 
8 i, 当 2<ftszx 
规定 的 函数 产 忆 在 区 间 10,， ww]. 上 基 分 段 连续 的 ， 
又 设 对 于 任意 的 常数 了 (2 > 四 ,函数 y 在 区 间 [a, 卫 
上 是 分 毁 连 续 的 ,那么 就 称 表 数 也 在 无 穷 区 间 [c,， ee) 上 是 
分 段 连续 的 ， 例 如 , 函数 
FOO) = (Ot<o0) 
在 区 间 [0, co) 上 是 分 段 连续 的 (注意 , f( 四 当 #==0, mw, 2m 
—170— 


时 无 定义 )， 

”大 家 知道 ,对 于 有 界 区 间 fo, 和 9 上 的 分 段 连续 函数 .了 1， 
定 积分 | 7(Dd 总 是 存在 的 ， 因 此 , 对 于 无 穷 区 间 [a, oo) 上 
的 分 有 连续 函数 7D)， 对 任意 的 下 (>@) 有 定 积分 |， 由， 
但 是 , 我们 并 不 能 断言 无 穷 积分 | 7(D)&t 一 定 收 化， 通常 


须要 在 某 种 条 件 下 才能 保证 它 的 收敛 性 ， 在 这 里 , 我 们 介绍 
一 个 很 有 用 的 比较 判别 法 . 

定理 1 设 函 数 /(t) 在 区 闻 [e，ce) 上 分 眉 连 续 ， 又 设 有 
某 一 函数 y(D 和 常数 2(>>o， 使 得 当 1>5 时 ,不 等 式 


(6 :<g() 
成 立 , 而且 无 穷 积分 
| gdat (3) 
收 伊 , 则 函 穷 积分 
上 f(D (4) 


也 收 笋 ; 另 一 方面 , 如 果 当 1>56 时, 有 不 等 式 了 罗兰 9 人 ,而 
且 无 穷 积分 (3) 是 发 散 的 , 则 无 穷 积 分 (4 也 是 发 散 的 ， 

这 个 定理 的 证 明 可 从 一 般 的 微 积分 教科 书 中 找到 ， 我 们 
在 这 里 就 不 重复 了 ， 只 要 在 几何 上 比较 由 无 穷 积分 (3) 和 (4 
所 表示 的 面积 , 那么 定理 的 结论 是 十 分 明显 的 . 在 实际 应 用 
比较 判别 法 (定理 1) 时, 关键 是 能 否 找 到 比较 函数 9( 纺 ; 通常 
我 们 取 9( 们 = 4Ae* 或 41"?( 这 里 常数 4>>0, 而 和 Dp 也 都 是 常 
数 ), 它们 的 敛 散 性 在 例题 1 和 2 中 已 经 讨论 清楚 了 

设 函 数 j(t) 在 无 穷 区 间 [0, cc) 上 是 分 段 连续 的 ， 我 们 
对 它 作 一 个 含 参 变量 :的 无 穷 积分 
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CGO 一 | ep(Dat 加 (6) 


如 时 无 穷 积分 (6) 收敛, 则 称 五 (8) 为 了 ( 引 的 拉 普 拉 斯 变 搁 , 或 
简称 为 拉 氏 变换 ; 通常 把 它 记 作 {了 (2)}, 亦 则 


FF) = | ef (6) 


在 拉 氏 变换 的 一 般 理 论 中 ,假定 参 变量 :为 复 值 . 但 是 ， 
我 们 在 这 里 要 讨论 的 只 限于 参 变量 * 是 实 值 的 情形 ， 因 为 它 
对 于 许多 实际 应 用 的 问题 也 已 经 是 够 了 。 这 样 , 读者 即使 尚 
未 学 习 复 变 函 数论 ， 也 并 不 妨碍 学 习 和 掌握 本 章 所 讲 的 拉 氏 
变换 .为 了 逐步 掌握 拉 氏 变换 的 实质 , 下 面 先 举 一 些 例子 ， 

【例题 3] 求 函 数 人力 = 工 (0O<st<co) 的 拉 氏 变换 . 

由 公式 (5), 我 们 得 到 函数 m 人 bb 的 拉 民 变换 为 


F(s) 一 | at, “lat 一 二 (>0), (7) 
即 (Dj = 二 (s>0); 
有 时 也 写作 {1} = 二 (s>0). 


【例题 和 求 了 ( 旭 =e 的 拉 氏 变换 ， 这 里 a 是 实数 . 
因为 
{et} = 下 -to ertt = -| eG-ayigt, 
所 以 
.22{emtj = 二 (s>0). (8) 

例题 5] 设 了 (#) 一 Sin ob 这 里 常数 w>>0， 求 它 的 拉 氏 
恋 换 . 

当 s>0 时 ,得 拉 氏 变换 
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Fls)= [er gin wt at, 
利用 二 次 分 部 积分 , 推出 


Fl(s)= | Sin at dt =— 2 -| es cos wt ot (9) 
0 WO WJo 
A 
-二 -| ‘sin ot dt) 
十 7 
-二 一 二 FFG) 
由 此 可 以 解 出 
(0 
Os 8 
亦 即 
L {sinwt} = ey (s>0), (10) 
又 由 (9), 得 
2- 过 一 全 | Ce™* cog wt dt, 
从 而 
{eoos otat— 了 了， 
亦 即 fcosa 丹 = 一 (s>0), (11) 


2 十 2 
把 上 述 结果 归纳 成 一 表格 { 见 表 格 1)， 以 便于 读者 掌握 ， 
从 表格 1 看 到 ,对 了 () 作 拉 氏 变换 ,相当 于 在 了 ( 扣 的 
一 栏 中 ， 在 同一 行 向 右 查 出 对 应 的 三)， 例 如， 对 于 函数 


ginab 我 们 查 到 它 的 拉 氏 变换 为 全- (s>0)， 如 果 能 够 归 


纳 出 一 张 比 表格 1 更 大 一 点 的 表 ， 那 么 对 拉 氏 变换 的 应 用 将 
是 十 分 方便 的 。 下 面 在 研究 拉 氏 变换 的 基本 性 质 时 ， 将 不 断 
扩大 这 个 表格 ,在 最 后 一 节 归 纳 成 表格 2. 
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编 号 | (0 了 人) 
1 
= 0 
1 1 ~ G>0) 
2 e [1 
& 一 克 
4 ; 如 0 
sin wt To (> 人 
3 
4 ] COs wt 二 (s>0) 


对 于 一 般 的 函数 . 轧 纺 ， 通 常 不 能 条 上 面 的 例子 那样 容易 
直接 算出 它 的 拉 氏 变换 ,有 时 ,我们 甚至 还 不 知道 它 的 拉 氏 变 
换 是 否 存在 ， 因此 , 为 了 保证 拉 氏 变换 {了 ()} 的 存在 注 ， 
应 该 对 函数 了 坟 队 加 一 定 和 的 条 件 , 这 个 条 件 通 常 就 如 下 面 的 
不 等 式 (12)， 

定理 设 函 数 () 在 区 间 [0, co) 上 是 分 段 连续 的 , 而 
且 当 二 >>0) 时 ,满足 不 等 式 


|f 00) | < Ae™. (12) 
其 中 4 和 都 是 实 的 常数 , 而 有 是 4>>0， 则 了 ( 引 的 拉 氏 变换 
(8) = 长 etf (Ed (18) 


当 Ss>£ 时 存在 | 
【证 明 】 我 们 只 需 证 明 无 穷 积 分 (18) 当 38>k 时 是 收 全 
的 .为 此 ， 先 把 它 拆 成 两 部 分 | 
| 6 时 (让 (一 | e tft A+t 人 Da (14) 
这 里 右边 第 一 项 的 定 积分 显然 龙 存 在 的 ， 至 于 第 二 项 的 无 鹤 
积分 , 可 以 用 比较 判别 法 ， 事 实 上 , 由 (12) 推 出 


ie f(t) | < Aerie to Ae HOF 
而 当 s> 上 时, 易 知 无 窍 积分 


I 0” (st 
是 收 合 的 、 因 此 ,由 定理 1 推出 无 穷 积分 
| ef (tat 


当 > 时 也 是 收 仑 的 。 这 就 证 明了 定理 的 结论 ，】 

我 们 称 满足 形 如 不 等 式 (12) 的 函数 了 ( 引 为 指数 级 的 ， 读 
者 可 以 验证 从 例 古 工 到 例题 5 中 所 给 的 函数 都 是 指数 级 的 ; 
而 遂 数 jt) 一 拓 则 不 是 指数 级 的 ， 由 定理 2 可 知 , 对 指数 级 
的 函数 , 我 们 总 可 以 作 它 们 的 拉 氏 变换 . 

上 面 所 讲 的 求 拉 氏 变 换 的 过 程 是 ， 从 t 域 中 的 已 知 函 数 
F(t) 求 出 它 在 * 域 中 的 拉 氏 变换 媚 (s) 用 简单 的 记号 表示 这 
个 过 程 , 就 是 

.fF(s). (15) 

但 是 , 在 实际 的 应 用 中 , 往往 需要 把 这 个 过 程 反 过 来 , 即 
在 域 中 给 定 函 数 了 (s), 要 在 域 中 求 一 个 函数 了 ()， 使 得 
-ZAf()} 一 五 (s)， 我 们 就 用 记号 

-1, Ca) 一 > (16) 
S a 
LHP =FH) (17) 
来 表示 这 个 过 程 ， 正如 在 (15) 中 的 拉 氏 变换 一 样 , 我 们 称 
(16) 或 (17) 中 的 7 的 为 已 (9) 的 拉 氏 反 演变 换 。， 现在 再 以 上 
耐 的 表 糙 工 为 例 ， 来 说 明 运 算 符号 2-+ 的 意义 , -2-! 的 作用 
相当 于 在 表格 1 中 的 也 (8) 习 在 辐 一行 向 左 查 出 对 应 的 f(t). 
例如 ,根据 表格 1, 我 们 可 以 查 得 
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等 等 . 
在 这 里 我 们 须要 指出 ， 根 据 拉 氏 变换 的 定义 ， 即 公式 司 ) 
或 (6)， 对 于 给 定 的 了 (个 , 它 的 拉 民 变换 (8) 或 {ff( 引 } 最 
然 是 唯一 的 ; 反之， 对 于 给 定 的 (3)， 它 的 拉 氏 反 江 变换 
人 AF(8)} 是 否 唯一 呢 ? 对 这 个 问题 的 回答 就 不 是 很 简单 
的 了 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 0. 赛 志 著 的 k 拉 着 拉 斯 变换 的 
理论 和 应 用 导论 ?( 张 义 良 译 ,科学 出 版 社 出 版 ，1966 年 )， 在 
这 里 我 们 具 权 求 承认 一 个 结论 , 2:47(8)} 是 唯一 的 , 也 就 
是 资 , 如 有 果 有 及 (= 站 FC9)} 和 fo( 昌 一 站 -18(8)}, 那 
公有 (t) =f2(0). 
现在 ， 我 们 来 证 明 拉 氏 变 挽 和 拉 氏 反 演 变换 的 一 个 重要 
的 性 质 , 即 名 与 如 ~! 都 是 线性 运算 子 毕 1 
定理 9 设 -Z{fi(t)} 和 {f(t)} 都 存在 , 则 对 于 任意 
的 常数 cr 和 cs，-{6rfi1(4) 土 02 fol2)} 也 存在 ,而 且 
FAOfit) Hof ot)} —o LAF Fo {f(t)}, (18) 
即 拉 氏 变 换 乡 是 线性 运算 子 ， 
此 定理 的 证 明 可 以 从 拉 氏 变换 的 定义 直接 推出 ， 留 给 读 
定理 时 设 -2 (Fi)} 和 .2 {F638)} 都 存在 , 则 对 于 
任意 的 常数 6 和 ces， 多 1104F1(s8) 十 ce73(8)} 也 存在 ,而 且 
GP-1{0rP1(s) +csPa(s)} 
=02 {FD} to {Fs(8)}, (19) 
[ 注 ] 所谓“ 运算 子 "实质 上 是 某 种 教学 运算 的 抽象 称 吁 。 例如 ， 我 们 在 狂 
积分 教程 中 学 过 的 微分 运算 < 与 积分 运算 | 都 是 运算 子 ， 列 瑟 我 们 


知道 微分 运算 和 积分 运算 都 是 线性 的 , 即 4 和 | 者 是 线性 运算 子 . 
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即 双 一 也 是 线性 运算 子 ， 
【征明 】 令 
f(b) = HES)}, fal) = {Pa(s)}, 
即 


La(8) 一 2 户 ( 间 }，Fa09) 下] 
则 (1 人 9 式 的 右 端 为 
OL HF) 十 Da 一 Ci 六 (全 十 ca 有， 
它 的 拉 氏 变换 由 《18) 得 到 
L {ofalt) to fat)} =0 GL {f(t)} + os {falt)} 
0481(8) 二 Gab a(8) 
虫 拉 氏 反 演 变换 的 唯一 性 ,有 
Lio (8s) -to B's)} =01f1(4) +03f2(t) 
一 0 1 (3)} +om -1{Fa(s)}, 
鳃 公 式 (19) 成 立 ， 了 
习 十 6 
1. da 
小 [es 1 Ts 
(2) | tne-:Gi (常数 n>0); 
(3) 上 tetds. 
2， 求 下 列 蚁 数 的 拉 开 变换 ; 
GD 性 (2) sinhat(= 号 
(3) coshoi( = 二 二 的 加 a 
(5) 3s71 一 卫 cosV 3t. 
3, ee 


一 人 ) 
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3 5 S~ 
C1) Sti 3 二 3， (2) Coeds +1 


(3) sr" (为 正 整 数 ). 
4， 设 了 (t) 是 指数 级 函数 ,而 瑟 (s? 是 兴办 的 拉 氏 变换 。 试 求 


lm F() =? 
Sm 


第 二 节 ”求解 初 值 问题 


在 这 一 于 中 ， 我 们 将 用 拉 氏 变换 求解 一 些 简单 的 微分 方 
程 的 初 位 问题 ,借以 说 明 这 种 解法 的 基本 步骤 . 首先, 我们 须 
要 敌 一 点 淮 和 丛 工 作 , 

定理 1 设 函 数 了 (加 在 区 问 [0, cc) 上 连续 面 且 有 分 段 连 
续 的 导数 户 蚊 又 设 了 为 是 指数 级 的 函数 ， 即 存在 常数 
4(>0) 和 为 使得 不 等 式 


IFO <Ae: (OSt<o0) (1) 
或 江 , 则 当 s>% 时 , 六 ( 罗 的 拉 基 变换 存在 , 而 且 
EF HD} = FFDT 一 天 0)， (2) 


[证 明 】 为 了 证 明 户 (6 的 拉 氏 变换 
GAP ep 
的 存在 性 ,我 们 先 考 虑 积分 
| ep, 


因为 户 (及 是 分 段 连续 的 ,所 以 它 在 区 站 [0 了] 上 的 间断 点 的 
个 数 是 有 限 的 ， 设 这 些 间 断 点 为 页 ta，…, 刀 ， 则 有 
| ef a= estf' (Hat | efF' (td 
+| ea (Hut. : 


对 上 式 右 端 各 项 作 分 部 积分 , 就 得 到 
| era (ep) tof te te sf), ) 


ts[['e (Ddt+ | e -HF (Et 
+ 人 es f(Ddt | 


(ey(T) FO) ts fe). 8) 

由 不 等 式 (办 推出 

Jf(T) < Ae em. 
从 而 , 当 8> 太 时 ,有 

lime-*f(T) =0, 
所 以 在 公式 (3) 中 令 人 >oo， 就 得 到 
je Cp | eft)d, 
即 公式 (2) 成 立 ，3 
在 适当 的 条 件 下 ,我 们 可 应 用 这 定理 来 计算 
LD} =sG{ (0} —f(0) 
s— [eG{f 0)} (0)] -fC0), 


SD {OE = 0) (4) 
而 县 可 用 归纳 法 证 明王 而 的 一 般 公 式 ， 
LF VD = LF} — Lf 0) + 
二 sf 2 (0) +fD(0)], (5) 
现在 , 我们 就 用 拉 氏 变换 来 求解 一 个 简单 的 初 值 问题 ， 
【例题 1】 求解 初 信 问 题 


-5 + 型-12y- 0， (6) 


亦 公 


y{0) = —7, Y(0)=0, (7) 
为 了 把 拉 氏 变换 同 第 四 章 第 四 节 中 所 讲 的 解法 进行 比 
较 ,我 们 先 用 后 一 解法 来 求解 初 值 问题 (6) 十 (六 , 然后 再 用 拉 
氏 变换 求解 , 并 加 以 比较 ， 
令 4 一 为 方程 (6) 的 解 , 则 得 到 特征 方程 
入 十 和 一 二 一 0， 
即 (% 一 8)(% 十 和 9 二 0， 因 此 , 特征 根 为 为 =3, hs 一 一 4， 而 微 
分 方程 (6) 的 通 解 为 
4 一 De 十 0a6 全 


为 了 使 它 满足 初始 条 件 , 我 们 把 它 代 入 (7), 就 有 


0 十 Ca== 一 了 
网 Es des < 一 0, C8) 
由 此 解 得 61= 一 4, es= 一 8. 于 是 , 扬 求 初 值 问题 的 解 为 
Y= — de — 30-4t {9) 


其 次 , 我 们 再 用 拉 氏 变换 来 求解 ， 央 为 {0} =0， 所 以 
由 被 分 方程 (0@), 得 
时 + 并 -oy -0 
利用 拉 氏 变换 的 线性 性 质 , 就 得 到 
| + 并 | ~ 129{y} =0. 

再 由 公式 (2) 和 ( 少 , 得 

[8 {y} ~ sy(0) —y (0)] 

+ isY{y}—y0) —124{y} =0, 

令 包 人 } = 了 (s), 即 得 

(ss~12)Y (0) —(1+sy0) —y (0)=0. (10) 
再 用 初始 条 件 (7)》, 由 (10) 解 出 


一 180 一 


ES 
TO ps GHD- 区 


到 此 ,我 们 已 经 求 出 了 未 知 函 数 y-y(t) 的 拉 民 变换 了 (s) . 现 
在 的 问题 是 如 何 从 了 (s) 来 确定 y( 信 ， 为 此 ,我 们 利用 部 分 分 
式 , 把 (11) 改 写 为 
一 和 一 和 

Y (8) =: ——— ey ns 

对 这 等 式 作 拉 氏 反 演 变换 2， Pe 
Te OY -3 di i |- 49" 二 2 

我 们 可 以 利用 表格 1， 反 查 得 到 

yt) = — ge! — de (12) 
这 恰好 与 上 面 第 一 种 解法 所 得 的 解 (9) 完 全 一 样 . 

由 于 例题 1 中 的 初 值 问题 相当 简单 ， 记 以 在 上 面 两 种 解 
法 中 , 拉 氏 变换 似乎 显露 不 出 明显 的 优点 。 但 是 ,我 们 还 是 可 
以 指出 拉 氏 变换 在 解 题 过 程 中 的 一 些 重要 特征 。 首先 , 我 们 
注意 到 , 本 来 讨论 的 是 一 个 征 分 方程 ; 它 的 解 4 一 久 芒 是 未 知 
的 , 但 是 在 利用 拉 氏 变换 后 , 推出 y(t) 的 拉 氏 变换 了 (s) 满 足 
一 个 非常 简单 的 代数 方程 (10), 从 而 轻而易举 地 确定 了 了 (s). 
这 样 一 来 , 留 下 来 的 问题 实际 上 只 是 一 个 查 央 的 问题 了 。 其 
次 ,用 拉 氏 变换 求 得 的 解 (12) 自动 满足 初始 条 件 (7) .这 里 就 
省 去 了 在 第 一 种 方法 中 从 通 解 确定 满足 初始 条 件 的 特 解 这 个 
步骤 , 这 也 就 省 去 了 求解 一 个 联 立 方程 组 (8)、 如 果 求 解 的 是 
一 个 高 阶 的 微分 方程 ， 那 么 从 这 个 相应 省 去 的 联 立 方程 组 就 
会 节省 可 观 的 时 间 ， 实 际 工作 者 喜欢 用 拉 氏 变换 求解 微分 方 
程 的 初 值 问 题 , 悉 怕 这 一 点 也 是 一 个 主要 的 原因 ， 当 然 ,我 妇 
在 这 里 也 注意 到 , 在 应 用 拉 氏 变换 时 ， 主 要 的 困难 是 由 了 (9) 
来 确定 4( 纺 , 即 求 拉 氏 反 演 变换 的 问题 .一般 说 来 , 这 是 一 个 
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比较 困难 的 问题 ， 但 对 于 许多 工程 中 出 现 的 一 般 问 题 ， 常 党 
只 要 有 一 张 拉 氏 变换 的 简 表 (如 本 章 来 的 表格 2) 就 足够 了 。 
【例题 2】 求解 初 值 问题 


Sy- sin 21, (18) 
y(0) =0, y'(0% 1, (14) 


由 (13) 得 
dy 

Ls a + ty) = =- {sin 2t}, 

令 Y(8)=Ziy(t)}, 则 
[sy (8) —y (0 —y (0 Ys) ~ 7 

再 用 初始 条 件 (14), 推出 

= 8 十 6 

CC Cy 
亦 即 z 

工 (3) 一 
通过 反 查 表格 1， 得 到 


eh. 《9) 一 可 2- 上 ER4 "pp 


Ps 
B+1) . 305 二 有 


1 
一 也 sint+ 可 Sin 27, 


即 得 所 求 的 解 


5 . dy 
y= (15) 


请 注意 , 在 用 拉 氏 变换 求解 的 过 程 中 , 开头 就 须 假设 未 知 
函数 g( 鸭 的 拉 氏 变换 了 (9) 是 存在 的 ， 一 旦 由 此 求 得 4( 约 之 
后 , 照 理 , 还 须 验证 它 满足 所 说 的 假设 ,然后 才能 证 实 所 用 拉 
民 变 换 的 合法 性 ， 但 是 , 通常 都 不 做 这 种 例 行 的 文章 。 


景 后 , 还 要 指出 , 由 例题 T 和 2 可 见 , 用 拉 氏 变换 求解 齐 
次 线性 微分 方程 和 非 齐 次 线性 徽 分 方程 初 值 问题 的 基本 步 匡 
症 一 样 的 ， 这 也 可 以 说 是 拉 氏 变换 的 一 个 优点 ， 
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4， 用 拉 氏 变换 求解 下 列 初 什 问题 ， 
CD yy -y=0, y(0=1, #0)=—1, 
(3) +3y +2y=0 yt0)=1, (0)=0. 
(3) 办 十 o8y 一 cos2 Co); yD)=1, yO =0, 
(D 2y Tag y=0, y (0)=1, 
2， 令 FG) 一 [eGDas, 其 由 了 (是 指数 级 的 函数 。 试 证 明 : 
(1) FCO) =2{—#tf 
人) PCs) = (DF). 
3， 利用 上 题 的 结果 ,让 算 焉 列 函 数 的 拉 氏 变换 ; 
(1 tre”? (是 正 整 数 , a 是 常数 ); 
(2) 要 sin (3) in, 
4. 用 拉 氏 变换 求解 下 列 初 值 问 题 : 
(DD 扩 一 禾 汪 黎 一 小 氏 0) 一 荆 办 0) =1, 
(3) YY 一 和 二 6 一直 二 90; 
yO = OD =0, yO 一 9 (0) =1. 
(8) y+dy=c0s2t; ye0)=1, y'(0)=0. 
$5。 求证 : 


SD} = (:>1), 


第 三 节 含 闻 断 强迫 函数 的 微分 方程 


在 某 些 实际 应 用 中 ， 有 时 微分 方程 含 间断 的 强迫 函 
数 . 在 这 一 节 和 下 一 节 , 我们 将 讨论 这 类 微分 方程 的 解法 . 为 


了 更 好 地 处 理 这 类 方程 ， 先 讨论 一 个 特殊 的 间断 函数 一 一 单 
位 阶梯 函数 
0， 当天 ec 
w= 当 t=6, 
其 中 常数 6>0， 它 的 图 形 如 图 6-1. 
【例题 1】 试 作画 数 
(办 一 如 人 一 is 人 有  (t20) 
的 图 形 . 
由 单位 阶梯 函数 的 定义 ,我 们 得 到 
0， 当 0<ft<w， 
on 当 wt a, 
0， 当 32rsft<- co。 
由 此 可 作出 (人 ) 的 图 (图 6-2). 


以 下 为 了 讨论 方便 ， 不 妨 设 函数 方太 的 定义 区 间 为 
(一 cc, co) ,我 们 笼统 地 设 它 的 图 形 如 图 6-8 中 的 曲线 4BC. 
有 时 须要 考虑 这 样 的 卫 数 g(t)， 它 当 0<t<a 时 处 于 静止 
( 即 y( 力 =0)， 而 在 :=“ 后 截取 函数 / 坟 对 应 于 t>0 时 的 那 
一 部 分 。 这 相当 于 把 图 6-3 中欧 张 段 8C 向 右 平移 -一段 距 
离 mw 得 到 图 6-4 中 的 曲线 . 


vl ?| 


y=g(n 
区 二 村 一 一 二 一 一 
图 6-3 区 从 
我 们 可 以 把 上 述 函 教 9(i) 表 示 成 
9 的 = 人 (DG 一 由 (i120). 
我 们 要 讨论 这 个 平移 函数 g( 妇 的 拉 氏 变换 扎 (s) 和 Ji) 的 拉 
氏 变 换 了 (s) 之 闻 的 关系 , 它 在 下 面 的 应 用 中 是 很 重要 的 ， 
容易 算出 单位 阶梯 函数 ve( 轨 的 拉 氏 变换 ， 
usd} = | es lt) 


-| eat li em {8>0), 
扼 | 
Zl)} Eo (>0). (1) 
定理 1、 设 (8) 一 .YZ{F(t)} (8>h), 则 有 
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Fut Fa) = mrs) (s>h). (2) 
反之 , 设 2 RS = 了 ( 刀 , 则 有 
Fle Fe)}= ut)f (to), (8) 
【证 明 】 只 要 直接 进行 计算 
LCAOL TO ON 
= | ef (ts, 
再 作 积 分 变量 的 替换 z=t -a， 即 得 
est f(t— a at | eartof (7t) dv 


-om end ep). 
从 而 公式 (2) 得 证 ， 至 于 公式 (3), 它 是 公式 (2) 的 一 个 直接 失 
论 ， 定 理 1 证 完 . ] 
我 们 还 记得 2{1= 二 (8>- 0), 因此 , 由 ( 约 推 出 
lo(D} = 二 em is>0)。 


这 与 公式 (了 D 完 全 一 致 
【例题 2】 试 求 函数 
sint, 当 0<t<2mi 
ft) a +oost, 当 2m<t<co 
的 拉 氏 变换 . 


读者 当然 可 以 根据 定义 直接 计算 -2{7(2)}, 但 是 下 面 的 
方法 更 灵巧 一 些 : 首先 , 可 以 把 函数 .六 办 表 为 
ft) = sin t+ or (t) oo08(t— Qe), 
然后 就 可 以 得 到 
Ef DD} = L{sint} + {unt)cos(t— 27)} 
186 


一 1-+8e 2 
二 
【例题 8] 试 求 函数 
je 一半 {3>0) 
的 近 氏 反 演 变换 f(t)， 
anen 了 下 -5 和香 - 
所 以 


GF -人 | 2 -fe 者 | 
=1—wt{t)(t—1), 
即 
和 当 0<t<l, 
f= 当 1<t<co。 
下 面 的 定理 证 了 明了 拉 氏 变换 的 另 一 个 有 用 的 性 质 ， 
定理 2 设 了 (8)=-AA7FGD (68> 问 ，0 是 常数 , 则 
ee = FC-0) (8>h+0); (4) 
反之 , 车 fl 引 = 名 "8(8)},， 则 | 
LAF 0)}=of tt)., (5) 
证 明 留 作 习题 . 
定理 2 在 表面 上 有 点 象 定理 二 但 应 注意 它们 的 区 别 。 
【例题 4] ” 试 求 
YF(s) = 


的 拉 氏 反 演变 换 g(t). 
对 上 式 右 办 的 分 母 进行 配方 , 就 得 


YG) = =F(8—2), 


ey 
至 一 和 十 


二 
(3 一 2)? 十 1 


其 中 了 (s) 一 二 了 因为 -AP(s)}=sint 所 以 由 (加 推出 
yDO=L HY} = (8 一 3 一 eateint 
现在 , 我 们 来 求解 含 间 断 强 追 函 数 的 微分 方程 . 
【例题 5 设 微分 方程 


y" y= fo(d), (6) 
其 中 强迫 函数 
0， 当 0<i<n; 
fol) =41, nin, 
0， 当 2wrst<co。 
又 设 初 始 条 件 
y0)=1, yy (0)=0. 《7) 
试 求 初 秆 问题 (6) + (7) 的 解 . 


首先 ,我 们 可 以 把 志 ( 引 写成 
folt) = (td) —toa lt), 

因此 , 由 (6) 得 到 

LV TAL = Lt)}— eh 
令 了 (s) 一 {她 , 则 有 

[eY() ~y(0) ~y (0 + (0 -和 
再 利用 初始 条 件 (7) , 我 们 得 到 
Fd 6~274 


YO pet ry td 


从 而 


IY} = tl) 2 es} 


-rh 四 


其 中 出 第 一 项 等 于 cos2!、 为 了 计算 后 两 项 ,我 们 先 计 算 
se 
-2 小 


因为 
(8 (全 二 Fm) 
所 专 
\ OE CA 仿 a2 下 
~- 子 (1 一 ooe20). 
表册 (8), 则 得 
Yr} gt") 
= wel) LL ~ 0082C—o)] 
和 


2 去 von() UE 00S 2 一 2 让]， 
于 是 由 (8), 就 有 i 


yt) 00s2t 二 地 w(t) LL e082 ny] 


-地 tgs (t) [1~—cos2(t— 27)], 


cos 2¢, 当 0&t<n; 
或 vy(£) 一 < 一 了 cos2i- 卫 ， - 当 亚 大 < 2mi 
toeos 2 当 2328 去 too. 


如 时 不 用 拉 氏 变换 求解 ， 而 用 第 四 章 所 讲 的 一 般 方法 来 
求解 , 那么 须要 分 为 三 个 不 同 的 区 间 0<t<m mst<2r 和 


二 和 9 二 


2 和 it<co, 不 仅 要 根据 初始 条 件 来 确定 在 0<t<w 上 的 解 ,而 
且 还 要 讨论 所 求 的 解 9 要 在 =m 和 t=2m 处 光滑 地 ( 即 要 求 
4 (连续 ) 话 接 起 来 ; 而 这 里 的 拉 氏 变换 却 比 较 简 捷 . 


[nn 


Ds 


习题 6:3 
- 求人 加 隆 数 的 拉 氏 变换 . 
0 War), 
\t<2), 


(1) f=| (0) FO = tm (wt<2m), 


2—2)? (fo2): 
0 0 G2); 


(3) f(D)=~—3)ui) ~ (tt—2)u0d), 


， 求 下 列 汤 数 的 拉 氏 到 演变 的 ， 


一 93 
CD PO sy; (3 Fm sy; 
\ mnrey 一- 2(s—1)e? a 上 
(3 1 加 一 二 (4) Fs) = Te 


. 设 FC) 一 24F(0D} Cs>k>0), 则 


《1) 对 于 任 全 和， 

2 mnt)} = — 二 到 (之 3 三 ) (3 > ne)s 
(2) 对 于 任意 正 的 常数 2 

于 天 二 -22PGs}} 

? 


.求解 下 列 初 值 问题 


(DD) yy yO =0, y 0) =1, 
1, 0<i< 
ft) = 
0, <i<o, 
(2) y+oy toy=h(t), yO0)=0, y (0)=1, 
2 < 25 
n={ XE; 
0， 其 他 地 方 ， 
(3) y" +dy=8int— ant)sin(t —2m); WH0)=0, y (0 =0, 
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第 四 节 ” 狄 拉克 衣 数 及 其 应 用 


有 许多 实际 问题 引导 到 冲 景 函数 的 概念 ， 例 如 在 一 瞬间 
的 大 作用 力 或 超 高 压 ， 这 类 问题 又 往往 归结 到 求解 下 面 形式 
的 微分 方程 
ay" dy' +oy=f()), (1) 
其 中 强迫 函数 太志 在 小 区 间 0<t<7 上 取 很 大 的 值 , 而 在 别 
处 等 于 0。 令 


7) -| fas, C2) 
由 于 f( 乡 在 区 间 0<t<Y 外 等 于 0, 所 以 (2) 式 也 可 写成 
I(w =[ f(t, (8) 


它 表 示 对 强迫 函数 了 (2) 的 一 种 度量 ， 在 力学 问题 中 , 如 呆 
f( 引 是 力 ， 那 么 I(w) 表示 力 (在 时 间 区 间 [0, 可 上 的 总 冲 
量 。 类 似 地 , 者 矿 纪 表示 电压 的 变化 率 ， 那 么 (7) 就 是 总 
电压 . 


特别 ,我们 假设 
1  、 | 
9601 本 四 
0， 在 别处 ， 
其 中 7 是 一 个 很 小 的 正 数 .此 时 相应 的 
1()=| d. (tat -| 二 ai (8) 


对 一 切 7 都 成 立 , 即 T(z) 取 单位 冲 量 ， 
现在 ,让 我 们 想象 ， 强 人 迫 函 数 4.() 的 作用 时 间 7 愈 来 愈 


二 181= 


短 , 或 者 说 , 令 z->0， 这 样 , 在 形式 上 就 得 到 了 一 个 极限 画 
数 ，, 记 和 作 


53 人- lim dr(， i (6) 

而 且 我 们 从 (分 看 到 本 
当 t 关 0 于， 5 一 由 0 

另 一 方面 ,由 (5) 和 (6), 在 形式 上 得 到 . 
8Dai=1, (8) 


在 普通 微 积分 教程 中 广 如 果 一 个 函数 除 掉 一 点 外 上 
等 于 0, 那么 它 的 积分 应 该 等 于 0. 这 个 结论 对 这 里 的 “本 数 ” 
3( 世 显然 是 不 适用 的 [注意 ( 们 和 (8)]， 因 此 , 这 里 的 SC 不 
是 通常 意义 下 的 函数 , 我 们 叫 它 为 广义 函数 ， 在 数学 物理 中 ， 
5( 旨 通常 叫 作 单 位 冲 量 函 数 或 犹 拉 克 (Dirae) 丁 数 ， 它 很 适用 
于 表达 某 类 脉 济 式 的 强迫 项 . 

自然 , 犹 拉克 函数 502) 在 通常 的 意义 下 没有 拉 氏 变换 . 
但 是 , 我 们 将 按照 下 面 的 形式 方 法 考 感 它 的 拉 氏 变换 . 

首先 ,可 以 对 ds( 引 作 拉 氏 变 痪 


De -ay= | ods (Ddt~ 中 所 estat. 
从 而 Es 
D8) (1-0 ™),. (9) 
其 次 , 我们 定义 84 的 拉 氏 变换 为 
{O00} = lim {dt)} = lim D.(s), 
imp， 《8) = -Hi 二。 《用 洛 必 达 法 则 ) 


一 T 旧 
一 1im 攻 < 二 
0 8 
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所 以 我 们 得 到 狂 拉 区 函数 8 人 的 的 拉 氏 变换 
L(t)}=1. 3: (10) 


用 同样 的 方法 可 以 考虑 SG- 切 ， 类 似 于 (7 和 人 @)， 当 
t 史 to 时 ,有 6(i 一 10) 一 0 种 
也 8G~t) m=1. 
我 们 定义 狼 拉 克 画 数 31 一) 和 连续 函数 7( 人 的 乘积 
8G 一 io7() 的 积分 如 下 ， 
| sc-a7Oarim| dt OU. (GD 
利用 ce 人 前 定义 和 积分 中 值 定理 , 即 得 
[Gra FE 19) 
其 中 8 满足 刀 <E< 二 +r， 由 于 当 7 一 0 时 有 8 王 o, 所 以 由 
(4D 和 (12), 再 利用 (7 的 连续 性 ,推出 
{ 8-t0)f Dat f(to). (18) 
。 作为 公式 (13) 的 一 个 应 用 , 取 7(D =o， 就 有 
es 


而 当 刀 宕 0 时 ,得 
| 8 (tt0)e*dt = 下 3 to)enadt 
这 就 是 说 ， 
{OG—t0)}-e mm (>0). (14) 
下 站 举例 说 明 狄 拉克 函数 的 应 用 ， 
【例题 蕊 ”求解 
ea (15) 
(0) =0, yy (0)=0. (16) 
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由 方程 (16), 有 
Ly HL HL = L(t)}, . 
令 {= 了 (s), 即 得 
[es —sy (0) —y (0)1 -2{sY (8) 
—y(0)] +2Y (8) 一 em 
再 用 初始 条 件 (16), 我 们 解 出 


让 一 区 内 © -i 
TU Ti 
因为 
7 ii egint, 
所 以 
| | —ur (fe gin(t —w), 
从 而 所 求 的 解 为 
y= {YG)} uri)e' ain(t—w) 
9, 当 QE; 
或 2 1 当 tn. G) 


读者 不 难 根据 人 7) 画 出 擅 求 的 解 的 图 形 ， 并 且 以 弹 先 为 
例 , 来 想象 它 的 力学 意义 ， 即 设 一 个 静止 的 弹 筑 在 {= 的 一 
用 间 受 到 一 个 重 直 方向 的 冲击 而 引起 皖 动 . 

【例题 2】 设 p 和 % 是 正 的 常数 ,求解 


a ee TJsint; 


用 近 氏 变换 , 得 到 


YY 十 oo -22413f t- 到 jain 4. 
令 Y(s) = {y} 
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由 于 二 
2 i~ $)sin 和 = gin a 


2 
所 以 推 得 
($+)Y (s) = p02 
必 
即 Y (0) = re 
从 而 
-医生 
= 二 -ij 一至， 
{ rm 
2 . 大 
us sinolt 53) 
0, 当 0<t< 
或 y 


| 2 sina( 1— 5), 当 达 于 . 


习 题 04 


1. 用 拉 氏 变换 求解 下 列 初 值 问题 
(DD y+ 4 2 tm), YO 一 了 y'(0) =0, 
(3) y+2y +Y=60) + tr), yO =0, yy (0 = 
(3) "+y=6C—m)eost, yO0) 0, yO0)=1, 
3， 考虑 微分 方程 十 2y 十 2 一 从， 
GD 假定 y 是 连续 的 ， 而 多 是 分 段 连续 的 ， 试 对 这 个 微分 方程 从 
t= 一 8 到 ts 积分 (这 里 常数 e000); 
(2) 令 se->0, 证 明 凡 (在 1=0 丸 的 间断 是 为 1 
(3) le 
wo) =0 的 解 ; 
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《4) 考 埋 在 (8) 中 所 求 的 解 , 并 且 验 证 : 当 上 以 正 值 趋 于 0 时 , 它 潮 
足 初始 条 件 %(0)=0，gY (0) =1。 这 与 在 (2) 中 的 结果 相符 合 。 


第 五 节 着 积 


我 们 知道 ,如 果 一 个 拉 氏 灾 换 吾 (s) 可 分 解 成 厂 (8) 与 G(s) 
的 和 和, 其 中 玉 (8) 与 Gs) 分 别 为 了 (人 与 9 有 的 拉 氏 变换 , 那么 
五 (8) 就 是 了 (i) 与 g(?) 之 和 的 拉 氏 变换 、 现 在 , 如 果 五 (8) 分 
解 成 (3) 与 G(s) 的 积 ,那么 坟 (s) 是 否 就 是 了 (和 ) 与 9() 之 积 
的 拉 天 变换 呢 ? 这 容易 举 出 一 个 反例 , 说 明 这 个 问题 的 管 
案 是 否定 的 ， 即 五 (s) 的 花 氏 反 演 变换 并 不 等 于 函数 ff 与 
4 的 次 通 乘 积 ， 

虽然 如 此 , 我 们 在 这 一 节 中 的 主要 月 的 是 定义 函数 (i) 
与 9 人 攻 的 一 种 广义 表 积 : 

GOO RAL 0) 
并 且 证 明 上 述 五 (s) 的 拉 氏 反 演 变换 就 等 于 广义 乘积 
‘f(rg(t). 

通常 ， 册 公式 (TD 定义 的 广义 乘积 jb)*g 人 叫做 函数 
j(9 与 9 人 的 老 积 。 注意 , 卷 积 仍 是 + 的 函数 。 而 且 容易 直 
接 验 证 , 卷 积 满足 下 列 性 质 ， 

1) f(D)xg9(8) 一 g6)xf(t) (交换 律 ); z 

2) (fOrg0) ht) =f Cg h(t) ) (结合 律 六 一 

8) fxg +b) Fg TCDxMN( 分 配 律 ) 

4) Oxf (t) =f (i #0=0. 

卷 积 的 这 些 性 质 完全 与 普通 乘积 相仿 ， 但 是 , 卷 积 与 普 
通 乘积 又 有 很 不 样 的 特征 ， 例 如 , 在 普通 乘积 中 有 


= 6 


1xf(0) =f (8). 
可 是 对 于 卷 积 ，I*f() = 了 () 却 不 一 定 成 立 ( 例 如 ， 取 
f (四 一 菇 又 如 实 网 数 关 有 ,对 于 背 通 乘积 ,有 让) XF 有 过 0， 
可 其 对 于 卷 积 ,了 (&)*f() 宇 0 也 不 一 定 成 立 . 
现在 , 我们 来 证 明 本 节 的 一 个 主要 定理 : 
定理 设 8(8) 一 {f(D} 与 区 8) 一 和 (9 的》 当 s>E 
时 都 存在 , 则 着 积 fg 人 的 拉 氏 变换 
Gf gO = LF LG) 
=F(s)*:G(8) : (2) 
当 s> 时 也 存在 ; 或 
GO 人， (3) 
【证 明 】 首先 , 我 们 注意 


Om Nic 


G(s) = |e"g nan, 
因此 
P(e) G8) = | ef EaE | omgnan 


=| ol) ena, 
对 ( 信 的 右 端 积分 , 先 作 积分 变量 & 的 变换 
| E+ 一 t (这 时 9 是 参量 )， 
我 们 得 到 
[ew [fence ]an 
-op epi] © 
其 中 右 问 积分 是 一 个 黑 次 积分 ， 它 的 积分 区 域 为 图 6-5 中 所 
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示 的 阴影 部 分 ， 我 们 利用 积分 次 序 的 交换 , 得 到 


fo ee 
堪 [|， ft—”) gan lat 


= ef Chg ot. (6) 


因此 ,由 (多 , (5) 和 (6), 就 证 明了 
PO) Gs) = {fg DD)), 
即 公式 ( 幼 成 立 , 从 而 公式 (3) 亦 成 立 ，】 
【例题 起 求证 


Gr >0; nd, 2,). (0 


公式 (7) 曾 经 在 本 章 第 二 节 的 习题 6.2 第 8 题 中 被 证 明 
、 在 这 里 ,为 了 郊 悉 卷 积 公式 ， 对 公式 (7) 重新 竺 证 明 一 


党 注 


当 n=0 时 ,公式 (7) ( 亦 即 (1} = 二) 成 立 ， 
假设 一 万 时 ,公式 (7) 成 立 , 妈 
LO (9) 


= GB 一 


因为 i . 
e+1 = (十 1 Wat= (Ft-1) | 1 .wat 
= (E+1)* (1xt*). 
所 以 由 公式 (人 2) 和 48) 推出 
LP} = (E41 LL} 
= (bt1) {LL {0 


1 如 E+1)! 
一 (+1) "gti ~- 


即 公式 (7) 当 ?=8& 十 工时 亦 成 立 。 从 而 公式 47) 对 一 切 非 负 的 
整数 % 都 成 立 ， 
【例题 3 试 求 
1 


了 (3) 一 ES 二 DT (常数 ca>0) 


的 拉 氏 反 演 变换 。 
因为 


2 二 壬 = 次 i | ~ 二 sin at, 


所 以 


ORR nt dO Ra ee 


-tx 开导 -二 | (~ ésinaét ot 


= (ot—sinat), 


作为 本 章 的 结束 , 同时 也 作为 卷 积 的 一 个 应 用 ,我 们 用 拉 
江 变 换 求解 一 个 比较 一 般 的 初 值 问题 . 
设 微 分 方程 
ay' -roby +oy=f CD, (9) 
其 中 a, 5 和 6 都 是 实 的 常数 , 而且 2#0、 假 定 了 (2) 是 在 区 间 


<t-<eooe 上 的 已 知 函 数 ， 又 设 初始 条 件 
yO = 0) = (10) 
对 方程 (9) 作 拉 氏 变换 ,我 们 得 到 
(Cass +-bst oF (s)— (es td)y0) —ay (0) = Es), CH) 
其 中 了 (8 和 五 (9) 分 别 为 y( 如 和 了 (有 的 拉 氏 变换 。 因 此 
ee F(t+(ost+b) ytay 


8 + Os+e 
为 了 采用 拉 氏 反 演 公式 (3), 我 们 可 以 把 了 (8) 看 作 是 
: . 1 . 
0 z 
和 GS =F) + (ost oro 


的 乘积 ， 按 照 这 一 想法 , 找 们 将 得 
yt) = LY -EHH (G(s))} 


=| .264- 69) 上 


其 中 
有 (办 一 -2 区 百人) 9 一 和 -HG 人 
要 确定 五 (s) 的 拉 民 反 演变 换 h(, 是 不 困难 的 ( 留 作 习题 ) 
为 了 确定 9( 力 , 应 该 有 
g(t) = L1G (8)} 
= EHP)} + !{ ast 6) yt ayo) 
=f (D+ (as 06) yt oy}. 
可 是 ， 这 等 式 右 端 第 二 项 的 拉 氏 反 演 变换 当 名 和 坊 不 全 
为 0 时 是 不 存在 的 ; 至 少 不 存 在 指数 级 的 函数 ， 使 得 它 的 拉 
氏 变换 等 于 (cs 上 0)t 十 急 (参考 第 一 节 习 题 分 .。 
这 样 , 我们 须要 把 王 (s) 重新 改写 为 


> (as+b) yo -tay 
= 4 fs 人 
了 (3 HPF) + bro 


其 中 右 端 两 项 都 可 作 拉 氏 反 演变 换 , 从 而 有 


PHY (0)} = LH PF) + P| te 
= CEC) a ty) 4b. 
这 里 
op Bt 1 jn gp) 纪 
WO 1 上 {a} 
它们 是 与 方程 (9 相应 的 齐 次 线性 方程 的 两 个 线性 无 关 的 解 . 
所 以 我 们 得 到 所 求 的 解 为 - 


J yp) + op) + 一 人) 


第 六 章 小 结 


通过 对 这 一 章 的 学 习 ， 读 者 应 当 掌 握 用 拉 氏 变换 求解 常 
系数 线性 微分 方程 的 方法 ， 并 且 知 道 这 个 方法 的 主要 优点 在 
哪里 ， 下 面 分 别 强调 :一 下 各 节 的 重点 、 

1. 拉 氏 变换 和 拉 氏 反 演变 换 的 定义 ， 拉 氏 变 换 和 拉 氏 
反 演 变换 都 是 线性 的 运算 子 ， 指 数 级 函数 的 拉 氏 变换 一 定 存 
在 ， 熟 悉 表 格 工 的 使 用 . 

”2. 熟悉 公式 (2)、( 少 和 (5)， 通过 具体 的 例题 和 习题 党 
振 用 拉 氏 变换 求解 微分 方程 初 值 问 题 的 基本 步骤 及 其 主要 优 
点 . 

3， 单位 阶梯 函数 的 作用 .掌握 定理 1 和 定理 2 的 结论 
及 其 应 用 ， 

4， 狄 拉克 函数 的 定义 及 其 拉 氏 变 措 ,熟悉 公式 (18) 及 
其 应 用 . 

”5， 卷 积 的 定义 及 其 基本 性 质 、 掌 握 有 关 卷 积 的 拉 氏 变 
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换 的 公式 42) 或 (3)， 
最 后 ， 将 拉 民 变换 的 主要 公式 列表 如 下 ， 以 便 读 者 查 
用. - 


编 号 ft 人 
1 1 1 (>0) 
上 Ss 
2 Ent 1 {s>x) 
sO 
3 | Sinnt ; 二 (s>0) 
4 | GUA 2 (全 全 
We 型 十 加 ’ 
5 | sinhat a (3> [aiy 
6 : coshat i {> |ai 
一 一 -一 号 上 一 - -~ i de | 一 ---- 一 一 
b 
上 
了 2 er a pt GT (s>a) 
a jd ~ 
8 ext oon DE | Tv (sa 
| 和 
9 如 是 下 装 数 ) 二 (> 
一 和 一 一 | 一 i I es -7 
10 tro: | Ta (s> a) 
11 人 和 {3>0) 
12 a | ce) 
可 和 
。 本 l/s 
卫生 (et \ i 1 
flet) (e>0 ;P(E) 
15 | f(g) POG) 
16 3 人 一 全 6 一 上 
17 fo) SS —en-1f (0) 一 … 一 Fn-D(0) 


CHD) Fn (9) 
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下 RE a 


边 值 问 古 
对 于 二 阶 微分 方程 式 
i y"' =f(%, y, 人， 四 《F) 
在 前 几 章 中 讲 了 它 的 初 值 问题 ， 也 就 是 求 它 湾 足 初 始 条 镍 
Yt0) = Yo, Y (0) = Yo 2) 


的 解 ， 在 这 一 章 中 我 们 将 举例 说 明 , 在 实际 应 用 中 , 对 二 阶 微 
分 方程 式 (1) 须 要 提出 另外 一 -种 不 同 于 初始 条 件 的 附加 条 件 ， 
例如 

ye) =a, YO) =B, (8) 
其 中 4 与 5 是 一 个 区 则 [a, 妇 的 两 个 边界 点 ( 妓 端 点 )，a 与 
B 是 两 个 预先 给 定 的 常数 ， 请 读者 注意 , 条 件 (3) 与 初始 条 件 
(2) 是 很 不 相同 的 ， 对 于 初始 条 件 (2) 的 意义 , 大 家 已 经 比较 
熟悉 了 .而 条 件 (3), 在 本 书 中 还 是 初次 出 现 , 它 说 的 是 ,要 求 
gy 一 y(z) 在 边界 点 4 与 5 上 分 别 取 给 定 的 什 a 与 &， 我们 称 
条 件 (3) 为 边 值 条 件 ; 而 称 (了 --(3) 为 边 第 问题 , 也 就 是 求 微 
分 方程 (了 ) 的 满足 边 值 条 件 (3) 的 解 ， 一般 说 来 ; 边 值 问题 要 
比 初 值 问题 复杂 . 例如 , 初 值 问题 的 解 通常 总 是 存在 丽 且 是 
叭 一 的 , 可 是 边 值 问题 的 解 就 不 这 样 单纯 了 。 这 -生活 者 将 
会 在 后 面 看 到 ， 


第 一 书 ”比较 定理 及 其 推论 


在 这 一 节 中 ,我 们 将 用 斯 托 姆 的 定性 方法 ( 它 在 这 里 的 合 


党 是 直接 从 微分 方程 的 特性 来 确定 解 的 某 些 性 质 ， 而 不 是 通 
过 求解 的 方法 )， 来 研究 二 阶 线性 齐 次 微分 方 告解 的 零点 分 
布 ， 所 得 的 综 论 不 仅 对 后 面 讨 论 边 值 问题 时 有 用 ， 而 且 对 微 
分 方程 本 身 的 理论 也 是 很 基本 的 . 
设 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 为 
久 十 20Z)21 二 920)9 一 0 (1) 
其 中 系数 汤 数 p(%) 与 gz) 在 有 界 闭 区 闻 [2, 外 上 是 连续 的 ， 
引 理 ” 齐 次 线性 微分 方程 ( 的 任何 非 零 解 y=p(2) 的 
零点 是 孤立 的 ， 
【证明 】 假设 不 然则 y=9(2) 在 <“<zs5 上 至 少 有 一 
个 非 弧 立 的 零点 %= zo, 亦 即 存在 mm (csm<1， 使 得 
po 一 0 (n=0, 1, 2， 
而 且 Se %>1) 与 25m20( 当 9 一 co)， 由 此 推出 
or(zo) = -lim Pa) es 一 0 
国 而 y= 9(2) 满足 初始 条 件 
pln) -=0, y' (v0) =0. : 
由 初 值 朵 题解 的 瞧 一 性 ， 有 gw( 四 = 三 0 lav 了)， 这 与 
y= 9{( 纪 是 非 零 解 的 假设 矛盾 . 引 理 得 证 . ] 
根据 这 个 引 理 ， 用 反 证 法 就 可 推出 下 曾 的 结论 ，“ 齐 次 线 
性 微分 方程 (站 的 任何 非 零 解 y 一 p(2) We 区 间 上 的 用 
点 个 数 是 有 限 的 >.” 因此, 对 于 %= ep(z) 的 任 一 零点 zo, 我 们 
可 以 考虑 在 zo 的 右 〈 左 ) 边 上 距离 vo 最 近 的 别 的 零点 wi (如 果 
有 的 话 》)， 并 称 zo 与 zw 为 两 个 相 邻 的 零点 ， 当然 , 在 相 邻 零 
点 之 间 没 有 别 的 零 总 了 和 
比较 定理 、 设 有 阿 个 并 次 线性 微分 方程式 
yrpo)y+Q)y=0- (2) 
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多 +P)Y RONY =, (3) 
其 中 系数 沙 数 p(x), Q(z) 与 C2) 在 区 间 la, 四 上 是 连续 
的 , 而且 R(x) 守 Q@(z)， 则 在 @2) 的 任何 非 零 解 :yy(2) 的 任 
铭 丙 个 相 邻 零点 二 与 之 间 ，(3) 的 任何 非 零 解 y=3(z) 至 
少 有 一 个 零点 mo 这 里 和 在 % 与 心 之 问 的 合意 是 : vi 
ma). 
【证 明 】 假设 不 然 , 则 在 sd 上 有 (2)*0，, 不 妨 
设 3(2)>0 (否则 , 可 用 y= 一 y(z) 取代 )， 因 此 有 ycD>0 
和 3(za)>>0. 同时 也 不 妨 设 在 ML Ry 内 有 y\%)>0. 内 
此 有 
ym) =0, YeDP0; go) 一 0， Y (za) <0. 
又 由 于 y=9y(w) 是 方程 (3) 的 非 零 解 ,从 而 挫 出 
ys)>0 和 Ea) 0 
出 于 y 一 yz) 各 ==9(2) 分 别 是 届 ) 和 (3) 的 解 , 亦 即 . 
yr) TPB Ys) QL YR) OD 
"(2) + py (2) + R(2) YW) = 0, 
用 3(w) 乘 第 一 式 减 去 用 y(w) 乘 第 二 式 ， 得 到 
(ge)y Ce) Ye)Y (eo) 十 2() Ge) (9)— (ye)) 
= {BR(%)— -Qe) ys)y (0). 
它 关于 o= (3(w)y (2) — zy (zw)y(z)) 是 一 个 一 -办 的 六 性 微分 
方程 ， 由 此 可 解 出 \ 
gg)=e "olorf, de 


xIR(oO -QW  ，， 国 
其 中 常数 i | 
Oyo (oa) -9 oY (00) = Ho)Y 0) >0. 

> S05 >= 


在 (各 式 中 , 令 %=%wa, 得 


YXo) Y' (v9) = a 条 (2 


人 + 人 En -GD]ef yo)jo)a 


根据 上 面 的 讨论 和 定理 的 假设 可 见 ,此 式 的 左 端 为 负 , 而 右 端 
为 正 ， 这 一 矛盾 就 证 明了 本 定理 。， 4 
-根据 刚才 证 明 的 比较 定理 ， 我 们 可 以 得 出 下面 的 一 些 扒 

论 .， 

推论 1 设 % -95z) 与 gy 下 (z) 是 齐 次 线性 微分 方 和 (1) 
的 两 个 线性 无 关 的 解 ， 则 它们 的 零点 (如 果 有 的 话 ) 是 相互 交 
错 的 ， 

事实 上 ,由 于 w(z) 与 小 (x) 的 伏 朗 斯 基 行 列 式 不 等 于 零 ; 
ee eses 
所 以 p(w) 与 内 (oz) 没有 相同 的 零点 。 其 次 ， 我 们 取 RR(%) = 
人 Q(z) 一 9(w), 把 g(w) 看 作 比 较 定 理 中 (2) 前 非 零 解 yc)，, 而 
把 由 (%) 看 作 (8) 的 非 零 解 9(w), 就 推出 ,在 (xz) 的 两 个 相 邻 
零 太 与 和 之 间 至 省 有 由 (xz) 的 一 个 零点 go(wiszo<ca)， 
周 于 pC%) 与 业 (%) 没 有 相同 的 零点 ， 所 以 有 V0 达 Xa9， 现 在 
设 在 V1 HLM 内 有 (x) 的 两 个 相 分 的 零点 0 与 zo (zo 
%》， 刚 用 同样 的 论证 可 知 , 在 而 <z<2o 内 室 少 有 g(x) 的 一 
个 零点 mo、 量 然 , 81 之 m0 之 Xa 这 与 m1 与 v3 是 g(?%) 的 两 个 相 
邻 零点 的 役 定 外 了 矛盾， 因此 推出 ， 在 p(z) 的 两 个 相 邻 零点 
4. 与 ga 之 间 有 并 且 只 有 炎 (z) 的 一 个 零 点 zo(24<Vo<o)。 
同 理 可 证 ,在 小 (z) 的 两 个 相 邻 零点 之 间 ( 在 严格 意义 下 ) 有 并 
且 只 有 oz) 的 一 个 零点 .推论 工 证 完 ， 3 

推论 名 设 微分 方程 (1) 的 系数 函数 9(o) 过 0, 则 它 的 任 
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何 非 零 解 %=%(2) 最 多 只 有 一 个 零点 ， 

事实 上 ,我 们 可 以 取 Q(z) 一 g(z) <0 和 Ro)= 0， 地 提 
方程 (看 作 比 较 征 理 中 的 方程 (2), 而 把 方程 

y+ pL)Yy =0 《5) 

将 作 比 较 定理 中 的 方程 (3). 显然 , y=1 是 方程 (5) 的 一 个 
解 ， 假 设 方程 (了 [ 亦 即 方程 (2)] 的 非 零 解 y 一 %z) 有 两 个 不 
相同 的 零点 ;和 za (41<<xo)， 则 由 比较 定理 推出 y= 在 9 
和 ze 之 间 至 少 有 一 个 零点 . 这 当然 是 谎 诬 的 , 因此 , y=y(%) 
最 多 只 有 一 个 零点 ， 推论 2 证 完 ， 了 

现在 ， 设 ygy(x) 是 齐 次 线性 微分 方程 () 的 一 个 非 零 
解 ， 如 果 y=y(z) 在 区 间 [a, 好 上 最 多 只 有 一 个 零点 ， 则 称 
9 一 y(z) 是 不 振动 的 ; 否则 , 称 %=g%(z) 是 扳 动 的 , 即 y=y(s) 
在 区 闻 [0, 5] 上 至 少 有 两 个 零点 ， 现 在 ， 考 虑 在 无 穷 区 他 
Le, 0) 或 (一 o0, 中 或 (一 co co) 上 ,如 果 y= -Y(%) 有 无 穷 多 
个 零点 , 则 称 y 一 y(x) 是 无 限 振 动 的 . 

推论 2 就 是 说 , 当 g(z) <0 时 ,方程 (DD 的 任何 非 零 解 都 
是 不 振动 的 ， 下 面 的 推论 3 就 是 通常 所 说 的 振动 定理 . 

推论 8 设 微分 方程 

y+R(2)Y=0, (6) 

其 中 国 数 @(z) 在 无 穷 区 间 sz<ce 上 是 连续 的 ， 而 且 满 足 
电 (2) 宇 m2>0《m 是 一 个 正 的 常数 )、 则 方程 (6) 的 任何 非 零 
解 4=9%(2) 在 [4a，co) 上 有 无 穷 多 个 零点 [ 即 yp(z) 是 无 限 


据 动 的 ]; 而 且 相 邻 零点 的 辣 中 不 超过 三 . 


事实 上 ,我 们 可 以 把 方程 (6) 与 方程 
2 +my=0 (7) 
进行 比较 、 因为 y=sin(ms) 是 方程 (7) 的 一 个 非 零 解 ， 它 在 
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la co) 上 大 无穷 多 个 零点 ， 


ui 全 ($=%0, totl, *"*), 


这 里 各 是 不 小 于 meyz 的 最 小 正 整 数 ， 所 以 由 比较 定理 推 
出 , 方程 (6) 的 任何 王 稚 解 9g= pz2) 在 与 ra 之 间 至 少 和 
一 个 霍 点 则 人 = 训 说 十 1，…)， 因此 ，y=p(%) 有 有 穷 多 个 
零点 ， 现在 , 我 们 把 =p(20 的 一 Mm 帮 
尚之 知 忆 知之 ， Ma 站 


下 面 我 们 证 
id 2 有 人 2 
7 
假 没 不 然 则 存在 正 整数 8 使 得 
2 一 向 礼节， 
由 此 可 到 常数 2， 健 得 
sp B= c 十 总 ， 
显然 , 9 一 Sinm(% 一 0) 是 方程 (7 ) 的 一 个 非 零 解 ， 并 且 w=a 


与 B 是 它 的 两 个 相 邻 的 零点 。 因此 , 由 比较 定理 推出 ,在 as 
zsB 上 ,9g=g(z) 至 少 有 一 个 零点 ， 从 而 在 加 与 1 之 间 还 


有 ==9(%) 的 零 感 ， 这 是 矛盾 的 . 区 此 ， drt 一 咎 所 并 (一 1 


2, …) 推论 3 得 证 ， ] 
注意 ”如 暴 只 假定 @(z) >0, 则 推论 8 的 结论 不 一 定 成 
立 。 例 如 ,微分 方 积 


sy 
yay (lw<oc) 


的 非 零 解 y= wV (Orlog zz+Os) 最 多 只 有 一 个 零点 。 
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习 题 人 
1. 在 比较 定理 中 ， 设 (2)> 8Cz)， 则 定理 的 结论 可 加 强 到 加 满足 


1 Xo < Ta, 
2、 设 在 推论 3 中 语 令 人 (z) 和 型 2 则 
和 (一 2 …)- 
3% 利用 比较 定理 证 明 : 贝 塞 耳 函 数 有 无 穷 多 个 零点 ; 并 世相 邻 零点 的 
间距 趋 于 号 当 2 一 <)， 


第 二 节 ” 边 值 问题 的 提 法 和 特征 值 


在 常 微分 方程 的 应 用 中 ,除了 初 值 问题 外 ， 有 时 还 须要 考 
卡 另 一 种 不 同类 型 的 问题 一边 值 问题 ， 
我 们 在 这 一 节 中 要 举 一 个 具体 的 例子, 来。， 
说 明 边 值 问题 的 实际 意义 ， 
【例题 了 1 柱 的 过 此， 设 有 一 根 长 柱 ， 
以 习 链 联接 于 点 zl， 而 以 支承 固定 于 点 
”一 0( 参 考 图 7-1)。 当 柱子 受到 一 轴 癌 载 
荷 gp 的 作用 时 , 试 考 虑 柱子 的 村 曲 . 
设 柱子 的 中 心 出 线 为 y=y(z)， 风 可 olor 
由 力学 定律 搂 出 y=y(z) 满足 微分 方程 。 图 7 
-1 GY.=py, 
其 中 百 是 杨 氏 模 数 , 了 是 惯性 类 ， 令 
-2 Qo) = 


唱 上 面 的 微分 方程 可 写成 
y"+ARQ(2 Y=0, (1 
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显然 , 9= 4%z) 须 满足 边 值 条 件 
y0)=0, yD =0. (2) 

所 以 本 来 考虑 的 柱 凌 曲 问 题 就 转变 为 考虑 边 值 问题 
(D+ (C27. 

当 柱 子 不 窒 曲 时 , 即 y(z) = 0(0<z< 人 为 是 边 信 问题 ( 山 十 
(2) 的 解 ,而 且 它 应 该 是 叭 -一 的 解 ; 而 当 柱 子 弯曲 时 , 边 值 问题 
(了 + (2) 应 该 有 非 零 解 y9=y(2)《 即 yy(z) 满足 (1) 十 (3)， 
但 是 y(z) 半 0)， 

设 8(z) 是 正 的 连续 函数 , 令 

ImaxQtz) = 前， 

则 型 >0， 由 比较 定理 推出 ， 边 值 问 题 (1) 十 (2) 的 非 零 解 
4=4f(z) 的 党 点 间距 fr 站 ,因此 , 当 1<mrAAX 玫 , 亦 即 


1 /mY ss 
%< 认 (至) (8) 


时 , 边 值 问题 (D) + (2 无非 零 解 ， 这 就 是 说 , 当 压 力 p 不 其 大 
时 [只 要 p< 南 ( 字 】], 柱 子 是 不 会 弯曲 的 ， 这 是 符合 力学 直 


观 的 ,而 且 不 等 式 (3) 对 于 考虑 柱子 的 载荷 是 有 参考 价值 的 . 
由 力学 的 直观 可 以 看 出 ， 当 压力 p 增加 到 某 个 临界 值 Po 
时 ,柱子 将 要 弯曲 。 也 就 是 说 , 当 和 =o 时, 边 值 问题 (DD 二 (2) 
有 非 零 解 ， 而 这 一 点 在 数学 上 并 不 是 显然 的 . 
以 下 我 们 研究 更 一 般 的 问题 : 设 微 分 方程 
(pft2)o + LMr Cs) + g(r)y=0, (4) 
其 中 入 是 参数 , p(2), p'(z), 9(z) 和 "(x) 是 在 区 间 [e, 纪 
上 的 连续 函数 ,而 且 2z)>0 与 7(2)>0， 又 设 边 值 条 件 
yla)cosa—y' (a)sina=— 0, (5) 
yo)cos B—y (6)sin B=0, 
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其 中 常数 与 B 满 足 0 志 ca<m 号 0<B<&a. 

通常 称 (4) 十 (本) 为 斯 托 姆 和 刘 维 尔 边 值 问 题 ,简称 为 SD 
边 值 问题 ， 例 如 , 上面 的 柱子 弯 则 问题 ， 即 (4) 十 (2) 是 一 个 
SE 边 值 问题 . 

当 和 = 和 时 , 边 值 问题 (4) + (5) 有 非 零 解 y=qolw), 则 称 
和 为 边 值 问题 (4) 十 (5) 的 一 个 特 手 值 , 而 ygolw) 为 相应 于 
和 jn 的 一 个 特征 函数 容易 看 出 , 车 ygol%) 是 相应 于 和 的 
一 个 特征 函数 , 出 对 于 任何 非 零 的 常数 2, y= 一 Cpolw) 也 同样 
是 特征 菠 数 . 

【例题 ?21 求 边 值 问题 

fy "二 Ay 一 0 多 是 参数 )， 
y(0) 一 0, y(D=0 (常数 1>>0) 

的 特征 值 及 其 特征 函数 . 

当 和 入 <0 时 , 令 和 = 一 K3( 太 >-0), 则 微分 方程 的 通 解 为 

Y= O01 60 FY 
由 边 值 条 件 推 出 
pg 
OF 二 026 有 一 0 
由 第 一 式 可 见 c1= 一 co， 代 入 第 二 式 ,得 
O10t!— eH!) 一 0. 

因为 ee， 所 以 61 二 0， 从 而 cs=0， 这 就 是 说 , 当 和 <0 
时, 上 述 边 值 问题 只 有 零 解 (y 一 0)， 因 此 , 当 %*<0 时 无 特征 
值 . 

当 和 =0 时 ,微分 方程 变 为 一 0, 它 的 通 解 为 

Y= 0 二 to, 
代入 边 值 条 件 ， 推出 6s=0 和 01=0, 从 而 得 9%=0， 所 以 =0 
世 不 是 特征 值 . 
一 家 人 一 


当 和 >0 时 , 令 入 =R2(R>0), 则 微分 方程 的 通 解 为 
y=01008 Re+ Crsin Rx. 
代入 边 信条 件 y(0) ==0, 即 得 1 二 0. 因此, 边 值 问题 的 非 震 
解 一 定 为 y=cssin Re， 其 中 cs0， 再 由 DD=0， 推 出 
oagin RI 一 0,， 从 而 
Bin Ri==0. 
出 此 推出 再 -mr (n=~1， 2，…), 即 


=( 至 ) Oy te, 


是 特征 值 , 相应 的 特征 函数 为 
dg 一 Casino (n=1, 2,.), 
其 中 C 避 是 非 零 的 任意 常数 ， 了 
对 于 简单 的 边 值 问题 , 如 例题 2, 我 们 不 难 通过 求解 ， 求 
出 特征 值 和 特征 函数 .但 是 ,对 于 一 般 的 边 值 问 题 (4) -+ (5)， 
我 们 不 能 这 样 做 ， 下 面 从 理论 上 证 明 它 的 特征 值 是 存在 的 ， 
如 果 读 者 没有 充分 的 阅读 时 间 , 可 以 跳 过 这 部 分 内 容 , 而 直接 
进入 下 一 节 ， 
在 适当 的 变换 下 (参考 本 忆 习 是 3 )， 我 们 可 以 把 上 述 
上 边 值 问题 写成 如 下 形式 : 
[+g y= (6) 
yl0)cosa ~ y'(0)sina=0, en) 
y(Deos By (Dsin B=0. 
这 里 函数 gw) 在 0 和 * 闪 1 上 是 连续 的 ， 而 且 常数 w 与 B 满 足 
a<n 与 0<B<m， 
设 9 一 2; 加 是 微 分 方程 46) 的 解 , 而 且 满 足 初 值 条 件 
p(0; A)=sina, yp'(0; 和) 一 cosa。 (8) 
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显然 , y=p(z; 入) 是 (6) 的 一 个 非 零 解 ， 因 此 推出 函数 
poi MW=~ [plz; M1 + [gp Cx: Ml >0, 

由 (可见, yp(z; 加 满足 (7 中 的 第 一 个 条 件 ; 令 

pr; As) = pm: Msinglr A qz: N) = plw; Ncoa Mr, 入 )， 

项 


(8%; A) =arcte Es 入 (0<r<1) 


满足 条 件 
9(0; ))=a+ 了 人 是 某 个 整数 ). 
欲 使 g 一 e(ei X) 满足 (7) 中 的 第 二 个 条 件 ， 只 需 且 必须 
490(x; %) 满足 条 件 
gd = 有 ma (lm 是 某 个 整数 )， (9) 
对 于 任意 的 参数 *,， 条件 (9) 不 一 定 成 立 ， 从 上 面 的 推导 
可 见 , 入 是 边 值 问题 (6) + (7) 的 特征 值 当 且 仅 当 (9) 式 成 立 . 
因为 
， pw: M1 Mop" (w; 7 
O(n D) ~ 
= {[plw; NM) vcos0(o 入 )]2 十 (和 上 gz)) 
x [pz ssin G(s MI/ [pw MT. 
所 以 86=9(z; %) 在 0<w<1 上 满足 微分 方程 


太一 cas2g 十 (二 9(z))sinsg， (10) 
并 且 , 为 了 确定 起 见 , 木 妨 令 9 一 9(z; ) 满 足 初 值 条 件 
0(0; 入 ) =a. (11) 


引 理 1 令 w(%)=0(l; 入), 则 w=w( 和 ) 是 入 的 途 格 递增 
的 连续 函数 . 

【证 明 】 利用 第 三 章 中 关于 解 对 参数 入 的 可 微 性 富强 ， 
可 以 证 明 初 值 问题 (10) 十 (11) 的 解 8=0(z; 和 ) 关 于 参数 和 是 
连续 可 微 的 ， 因 此 ,可 以 对 方程 (10) 的 两 边 对 入 求 偏 导数 ,从 
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而 得 到 
(OE) tg) lsingg 20 +sin:g, (12) 
又 由 (11) 可 知 


(0; = (18) 
我 们 注意 到 (12) 是 关于 3w 的 一 阶级 性 微分 方程 ， 因 此 可 以 


由 (12) 和 (13) 解 则 


H(z; A) ele tan- Dea20ds 
9 
bE 曙 . 
i 计 )—1) stn 28d5 , 
x| 的 1， 和 士 姓 (时 全 ” (sin 2d. 
0 


由 此 可 兄 , 当 0<z<1 时 ,有 瓜 (zw; 和) >0， 特别 
WM) = A) >0. 
引 理 工 得 证 ， ] 
引 理 2 wo)>0( 一 <<co)i 并 且 
lim ol ~0. 


【证 明 】 出 (11) 推 出 ,存在 zo(0<<zo<1), 使 得 

blr; NO (0<z<zo). (14) 
事实 上 ， 当 a>0 时， 这 是 显然 的 ; 当 &= 二 0 时， 由 (10) 推出 
0 (0; A) ==1， 因此, 上述 zo 的 存在 性 也 是 显然 的 . 

”而 县 我们 可 进一步 证 明 , 不 等 式 (14) 在 0<sg1 上 成 立 . 
因为 否则 , 出 (14) 推 出 , 存在 4xotwmi 志 1), 使 得 当 0<w<w1 
时 ,有 0(Cz; 和 )>0, 但 Uw; *) =0, 由 此 , (21; 和 )<0， 另 一 
方面 ,由 (10) 推 出 (wi; 和 ) =1，。 这 是 巴 拓 的 ， 因 此 , 有 

Gr: MO (0<rE1), 
特别 ， oNM = M>0 〈 一 co<X<coo)， 
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其 次 , 任 给 s>0 ( 设 s< 字 ， e<a—a). 今 


FH?= (1 28) /Sh e; 
M-maxg(z) (0<%<1), 
则 当 和 << 一 五 ?一 到 对 ,有 
和 十 0(O 二 一 五 2 (0<x 挟 日. (5) 
由 (11) 与 4 之 x 一 8 推出 ,存在 x0(0<<s6 志 1), 使 得 积分 册 
线 0=9(z; 入 ) 当 0<gszw 时 ， 在 直线 A48B8 的 下 山 (参看 图 
7-2), 
如 果 8 -8(z; 与 直线 A448 第 一 次 交 于 x 二 mw， 则 和 钥 
举人 404 %) 字 直线 4 及 的 得 训 
K=2e~7. 
男 一 方面 ， 由 (0) 与 .15) 
推出 
QO'(wt MA)<1— Hsin’e 
一 28 一 和 F， 
这 是 矛盾 的 . 因此 , 6= Or: 2) 
与 直线 4B 不 相交， 而 在 它 的 
下 侧 ， 从 而 9(1; 入) 二 se， 亦 即 : 
(JJ<e( 当 X< 一 五 ?一 玫 时 》， 注 意 ， 当 8 一 0 时， 上 卫 一 oo， 
引 理 2 得 证 ， 】 | 
引 理 8 当 和 -yoo 于, 有 (NA)->00, 
【证 明 】 任 给 入 >0, 存在 天 >0, 使 得 当 和 > 天 时 ,有 
A+aqlw ~N? (Oxwe1). 、 : 
由 (10) 推 出 , 9=9(z; 入) 满足 不 等 式 
OF-co08 + Nsin ->0, 
全 本 
要 1 
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在 0<z<<1 上 积分 此 不 等 式 , 旦 利用 96(1; X 一 ou)， 骂 得 


1 a MD) CD 
人 一 一 一 一 一 二 (1 
| CO0S 0 +N?sin*0 2 | TREE 0 


假设 引 理 3 的 结论 不 对 , 则 由 w(%) 的 单调 上 升 性 推出 , w(%) 
< 荆 <oo( 荆 是 正 的 常数 )， 由 (16) 推 出 


由 a 
10) ~ | ov rig 0 


另 一 方面 , 又 易 知 ， 当 ->co 时 ， 
f(W)= 训 sro 记 (NWN 霹 了 0 


这 与 人 17) 和 矛 盾 . 因此 , 引 理 3 得 证 ， 卫 
根据 上 面 的 分 析 , 我 们 可 以 作出 w=w(%) 的 示意 图 (如 图 
7-8). 
因此 ,存在 
AD< a Pe 
<Xn<…，(〈18) 
使 得 和 woo ( 当 人 一 co 
:_-; ” 财 ); 而 且 
whm) = B+ mar 
(m=—0, 1, 2, »), 
即 和 =Xw 满足 (9)， 亦 即 入 =Xm 是 边 值 问 题 (6) 十 (7) 的 第 
m 十 1 个 特征 值 . 
我 们 把 上 面 所 得 结果 总 结 成 下 面 的 定理 ， 
定理 AZ 边 值 问题 (人 + 7) 的 特征 值 是 存在 的 ; 并且 
这 些 特征 什 {Xm} 满足 (18). 


习 题 7.2 
1. 求 下 列 5L 边 值 问题 的 特征 值 及 其 特征 函数 : 
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(了 +=0;, yO0)=0, WCG = 一 0 
(3) y+hy=0; C0) =0, y (1) =0. 
3， 证 明 边 值 问题 
Ty hy AyD yd)=0, y(2) =0, 
无 特征 值 ，[ 提 示 : 这 是 网 拉 方 程 , 令 z=et,] 
3” 设 边 值 问题 
{ y +p rv) + Ar + gre) y=0; 
oy Ca) By Ca) =0, yyb) 6y CL) =0, 
其 中 pm， 9(72) 与 r(x) 在 a<t<b 上 是 连续 的 , 且 +(oy>0， 又 
设 2(2) 与 rz) 有 二 阶 连 续 的 导数 , 试 作 变换 
4 一 五 CD) t=G(7), 
运 当 选取 五 (+) 与 G(x), 把 上 述 边 值 问题 化 成 
[= Se TiO )u=0. 
utO)oosa ~w Osina=), ul)oosB—w (lain B=0. 


第 三 节 ”特征 函数 系 的 正 交 性 


本 节 讨 论 5L 边 值 问题 的 特征 函数 系 ， 我 们 先 看 一 看 上 
一 节 中 例题 2 的 结果 ; 基 8 了 边 值 问题 
ee (1) 
y(0)=0, yD=0 (2) 
的 元 穷 多 个 特征 值 为 


,Es (至 ) (n=1, 2, +.), 


对 应 于 每 个 特征 值 只 有 一 个 线性 无 关 的 特征 画 数 
Y= gn(%) 一 sin Tz, 
所 以 我 们 得 到 边 值 问题 (1) 十 (2) 的 无 穷 多 个 特征 函数 
Pa(Z))， Jo(2)， 人 (3) 
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而 且 易 知 


' ir i I 
' PE) PR) dr = | sin 一 Si dr 


-| 羡 #0， 当 让- 
即 特征 函数 系 (3) 在 区 闻 0<z<! 上 组 成 一 个 正 交 系 ， 由 全 
里 叶 级 数理 论 我 们 知道 ,在 某 些 充分 条 件 下 , 可 以 把 -一 个 函数 
fo2) 用 正 交 函数 系 忆 ) 进行 展开 , 即 
f(r) 二 Qnpn (Tt), 
其 中 傅 里 叶 系数 
mw 一 了 了 | From 至 cas (n=1, 2, ...), 


下 看 我 们 把 这 些 具体 的 结 寻 推广 到 一 般 的 8 也 边 值 问 
题 ， 
人 (4) 
ylO0)cosa— a (0)sin a=0, (6) 
y\D)eosB—y (1)sin B=0, 
其 中 有 关 的 条 件 完全 同上 一 节 中 的 边 值 问题 (6) + (7). 
根据 上 节 最 后 的 特征 值 存在 定理 可 知 ， 边 值 问题 (4) 十 
《5) 有 无 穷 多 个 特征 值 
MA<N Mn 【ooo)， 
对 于 每 个 特征 值 *;,"， 有 特征 阔 数 
4 一 Cg(2i My), 
其 中 O 是 任意 非 零 的 常数 ， 这 里 自然 会 提出 一 个 问题 对 
于 特征 值 xx， 除 了 特征 函数 g=9%(w ja) 外 ， 是 否 还 有 有 与 
9 二 g(t Mu) 线 性 无 关 的 其 他 特征 画 数 ? 注意 , y=C p(x; 和) 


与 yy 一 p(w Ms) 显然 是 线性 相关 的 ， 下面 的 引 理 解答 了 这 个 
问题 . 
引 理工 对 于 每 一 个 特征 值 x， 边 值 问题 (4) 十 (5) 只 有 有 
一 个 线性 无 关 的 特征 函数 . 
[证 明 】 设 y 一 g(%) 与 y 一 由 (x) 是 对 应 于 特征 值 和 = 和 
的 任何 两 个 特征 函数 .因此 , 它们 是 齐 次 线性 微分 方程 
y+ Ont+q(2))Y=0 
的 两 个 非 零 解 ， 特 别 , 它们 要 满足 : 
yO0)oosa— g'(0)sina:-0, 
(0 cosa—w' (0)sina=0. 
由 此 不 难 推出 
POW OD) ~ 0 0) =0. 
这 就 是 说 , p(w) 与 由 (xz) 的 伏 朗 斯 基 行 列 式 在 =0 处 的 值 为 
零 ， 因 此 , 它们 是 线性 相关 的 ; 亦 即 , 对 应 于 特征 值 Xe， 只 有 
一 个 线性 无 关 的 特征 油 数 . 】 
由 此 可 见 , 除 去 常数 因子 外 , 边 值 问题 (4) 十 (5) 的 全 部 特 
征 函 数 系 为 {p(%; jn 一 0 1, 2 信 
pnw) 一 go Ha) 《一 0， 1 2，…). (6) 
下 下 证 明 特 征明 数 系 (6) 在 区 间 0<%<1 上 组 成 一 个 正 
交 系 , 
引 理 多 当中 大 时 ,积分 
| .www(c)dz=0. 《7) 


【证 明 】 因为 
PIF) + NET) pr) =0, 
(2) + Nyt 92)) paly) =0, 
所 以 有 
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IL) Prt) — gv DID) + My — Mr) pt) pes) =0, 
即 
(Ws— Ma) py Co) gue) = [Gv) pI2) — WO pil2)]', 
两 边 取 积分 ,得 到 
O21) mons)de= [pCD CD) -pp 
— [pC0)g;(0) 一 由 (0)wx(O0)] . 
利用 条 件 : 
te 
gx(0)cosa= gl0)sina=0, 
可 以 推出 gC0)p;(0) 一 py《0)gwl0) 一 0, 问 样 可 证 9,{1)9;(1) 
一 g(r(1) 0， 因此 ,我 们 得 到 
m0) psa) gas) do=0 : 
当 了 3 时 , 有 和 二)u 所 以 (7) 式 威 立 ， 引 理 2 证 完 ， 】 
由 于 gx(w) 是 非 零 解 ,而 有 是 实 函数 ,所 以 积分 
| R00 


由 (xm (0, 1 2 (8) 

由 上 面 的 讨论 可 见 下 述 定理 成 立 ， 

定理 边 值 问题 (人 + (5) 的 特征 函数 系 (8) 在 区 间 0< 
ZSIT 上 组 成 一 个 规范 的 正 交 系 ; 即 

fle) dm 50, 
这 里 5% 是 克 衣 内 克 (Kronecker) 记 号 ( 即 当 j 卫 b 时 ， 5 一 0 
而 当 j 一 时 ，5n 一 功 ， 
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因此 ， 类 似 于 正 交 的 三 角 范 数 系 ， 我 们 可 以 考虑 在 区 间 
0<2z<1 上 的 某 类 分 段 光滑 的 函数 jz) 关于 正 交 的 特征 函数 
系 (8) 的 广义 情 里 叶 展 开 


Fo) = Banhle), 
其 中 广义 傅 里 时 系数 
A | F(a)as (n=0, 1, 2, 7), 


【例题 】 试 求 边 值 间 题 
ean 0 (9) 
y(0) + (0)~=0,. y(1)=0 (10) 
的 特征 信和 与 相应 的 特征 函数 ， 并 且 讨 论 函 数 f(z) 在 区 间 
0<z<1 上 关于 该 特征 函数 系 的 广义 储 里 叶 展 开 ， 
当 入 <0 时 , 可 令 和 = 一 RC(R>0), 则 (9) 的 通 解 为 
y= OQ" TO 
代入 边 值 条 件 (10), 得 
他 -RO (i RGs=0 
eaCx 十 6 一 RC 一 小， 
它 的 系数 行 询 起 为 


1+R 1—R 
eR 6-E 


GD 


U(R}= 一 妨 (eR 十 e Ft)— (es—es), 


因为 UU'(R) 一 RC(e? 一 e?)>>0( 当 了 B> 们 ,而 且 0U(0) 一 0, 所 以 
当 吾 >0 时 , U(R)>0， 从 而 由 (iD 推出 04=0, cs~0。 即 当 
和 <0 时 , 边 值 问题 (9) 十 (10) 只 有 零 解 , 所 以 (<0) 不 可 能 是 
特征 值 . 
当 和 ==0 时 ,方程 (9) 的 通 解 为 
Y=01%T 62 
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代入 边 值 条 件 (10), 得 
. 02+01=0 (与 01+6s=0), 
这 代数 方程 有 非 零 解 6: = 一 Ga(cs 半 0); 从 而 , 方程 (9) 有 和 非 零 
解 y=61(% 一 1), 其 中 常数 G0。 所 以 加 =0 是 一 个 特征 值 ， 
相应 的 一 个 特征 函数 为 
gpo(z) = 2—1. 
当 入 >0 时 ， 令 一 下 (>0)， 则 方程 (9 的 通 解 为 
y= 0 dn Rt+ co Cos Rx, 


代入 边 值 条 件 (10), 得 到 联 立 方程 组 


人 (12) 
| cisin Rea cos R=0. 
它 的 系数 行列 式 为 
DR) = I wos =BReosR— sin. 
因为 (12) 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 D(R)=0, 即 
R==tgR (RBR>0), {18) 
由 此 推出 , 和 = 迁 特 征 值 的 充 要 条 件 是 : 五 满足 方程 (12)， 
我 们 注意 到 方程 (18) 不 是 普 


通 的 代数 方程 ， 而 是 一 个 超 
越 方程 , 
现在 用 作 图 法 求 方程 


于 了 [ ~ 
:i | 
上 | gm 人 
1 7 中 
| 。 有 
1 i 
1 人 党 
1 Hey 4 
了 1 
-下 外 
1 * | Pa | | # 
! 1 i : 
. Le 1 1 
| 1 
i 
Ns 1 二 时 :DC Ed 
| 
1 
| 1 
1 
1 
EI 1 
| i 


Bz (13) 的 (近似) 根 ， 令 g() 
= 赵 且 与 h(R) = 及 , 因此 方 
程 (13) 的 根 相 当 于 这 两 条 焊 
、 与 ?一 和 (五 ) 的 交 

四 点 的 模 坐 标 , 参考 图 7-4. 


方程 (13) 的 正 根 就 是 图 中 标 出 的 及 ， Rs, Rs,，…。 所 以 
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民 三 入 >0 时 ， 得 到 特征 值 M1— Bi, ho — RS, 入 s 一 Bi, 9 而 且 从 
图 中 看 出 , 当 % 充 分 大 时 ,有 渐 近 式 
~ Dn -1 ) rm 
A 


对 应 于 每 个 特征 值 一 BR2(n 一 I，2,…)， 联 立方 程 (12) 
的 两 个 等 式 是 相关 的 ,我 们 可 以 只 考虑 第 一 式 , 即 
0c: Rl-62=0, 
令 01=1, 则 60= 一 肪 ， 因 此 得 到 相应 的 一 个 特征 函数 
Pat) — sin lwt— BR oo0g Ray, 
注意 ,图 中 及 一 0 也 是 2 一 9(48) 与 2 一 (BBR) 的 一 个 交点 
的 栅 坐 标 , 但 是 它 不 属于 和 >0 的 范围 内 ; 虽然 一 =0 也 
是 一 个 特征 值 , 不 过 它 属 于 和 =0 的 讨论 范围 。 另外 , 如 果 不 
跟 制 吕 >0, 则 一 Bn=1，2,…) 也 蚌 方 程 (18) 的 根 ， 而 对 
应 的 值 仍 旧 号 An 一 (—B,)’. 
根据 上 面 的 讨论 ,我 们 求 型 边 值 问题 (9) + (10) 的 全 部 特 
征 值 为 
M0=0, MM= Ri, N= Ri,*, My= BR2, 
以 及 相应 的 一 时 特征 函数 四 
Polt), PIs), PolE), 7 TakF), 
它们 在 区 间 0<z<i 上 组 成 一 个 正 交 系 ， 容 易 算出 


| 2 | 
| po | (ce-Dsan- 寺 -oo>0 
0 0 4 
种 
下 去 1 
| 蒜 (o)]?de= | [sin Rx — Rs eos Rnw]? a% 
Bl) tCRtL)co8 Bo] 
= OO 
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(注意 , 当 w 之 1 了 时 ,有 及 >>1; 而 且 在 计算 计 程 中 ,用 到 关系 式 
Bin R, = R, eos B,. ) 
因此 ,我 们 有 广义 的 优 里 时 展开 


f(0)— Banale), 


而 情 里 叶 系 数 a 可 由 公式 
CAL 
进行 计算 ， 
习 题 7.8 


1. 求解 下 列 3L 边 值 问题 

(Dy + yO =D, ym) ty Cm) = 

3) +40 OICO =0, yI) + 1)=0, | 
2* 在 研究 均匀 梁 的 横 振动 时 , 须要 讨论 微分 方程 


a 
本 一 20 


满足 下 列 边 值 条 件 (a)[ 或 (b); 或 (e)] 的 非 零 解 
(Ga) yO = "0 =0, yD=y"D) =0; 

(hb) y(0) =y"(0)=0, yD -yD =0, 

(¢) yO0) =y (0) =0, yD)=" 0 =0. 

试 分 别 录 上 述 边 信 间 题 的 特征 值 和 符 征 函 数 , 


第 四 节 ”一 个 非 线 性 边 值 问题 的 特例 


在 这 一 节 中 ， 我 们 准备 用 一 个 具体 的 例子 来 说 明 线 性 边 
值 问题 和 非 线 性 边 值 问题 的 某 些 有 趣 的 特性 ， 

【例题 】 钢 条 的 弯曲 ， 设 在 水 平 桌面 上 有 一 均匀 的 沙钢 
条 ， 在 两 匿 施加 大 小 相等 而 方向 相反 的 一 对 水 平 压 力 2。 试 
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讨论 钢 条 的 弯曲 . 
显然 , 当 Pp 很 小 时 , 钢 条 在 桌面 上 不 会 次 曲 ; 当 玫 适当 大 
时 , 钢 条 就 会 弯曲 , 恕 图 7-5. 


Ce 
ss 


bp 二 
? bo 


5 于 而 

7-5 

设 钢 条 的 长 度 为 1 我们 取 钢 条 上 任何 -点 , 设 它 距 左 站 

点 的 钢 条 ( 弧 ) 长 为 % 则 以 * 为 该 点 的 参数 坐标 ， 因 此 , 左 中 

点 与 右 端点 的 学 标 分 别 为 0 与 sb 而 鲍 条 的 中 点 举 标 为 

也， 如 此 等 等 ， 又 设 在 s 点 的 切线 的 颌 角 为 6, 则 ~ 代表 在 

该 点 的 村 曲率 ， 设 在 。 点 钢 条 痪 桌面 的 高 度 为 g 一 4(9， 则 
在 点 所 受 的 弯曲 抵 为 By. 

由 实验 总 结 出 来 的 钢 条 专 则 定律 是 ， 在 8 点 的 弯曲 率 


-呈正 比 于 在 该 卡 的 弯曲 矩 py， 即 


= ~—k(py), (1) 
其 中 比例 常数 4> 0, 右 端 负 号 是 考虑 到 左 端 <0， 今 一 
1/b, 称 卫 为 钢 夭 的 刚度 . 

设 [101 < 则 由 闻 =sing 推出 


a Wa dy do 
是 -0 人 ~Y1-( 沪 ) * 生 名 
由 (和 (2) ,我们 得 到 钢 条 的 村 本 方程 为 
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Oy py a 
yi 1) y=0. (3) 


一 方面 ,由 图 7-5 可 见 . y=y(s) 满 足 边 值 条 件 
y(0)=0, yt) =0. (4) 
有 实际 意义 的 问题 是 ， 求 锦 条 弯 出 的 临 异 压力 po。 当 
Pp 之 po 时 , 边 值 问题 (3) 十 (4 只 有 和 汐 解 ， 而 当 2>2o 时 , 它 有 
非 零 解 ， 从 力学 直观 看 , 这 非 零 解 应 该 是 唯一 的 . 
对 于 小 吉 曲 , 即 
(S ay: | «1 
时 ,方程 人 3) 显然 可 以 线性 化 ,从 而 得 到 线性 微分 方程 


2 - 
+ 和 y=0. (5) 


因为 y=y(3) 之 0, 记 以 迪 信 问题 (5) -+ (4) 当 且 仅 当 


i 
时 才 有 非 零 解 
4 一 OsinTs 【上 任意 常数 C>0). (G6) 


这 样 ,我 们 用 线性 化 的 方法 得 到 下 面 三 个 结论 ， 

1) 当 p< 时, 钢 条 不 能 次 有 曲 ; 而 当 p= po 时 ， 钢 条 要 容 
曲 ( 即 po 荐 临界 压力 ); 

2) 当 p=p 时 , 边 值 问题 (8) - 的 非 零 解 (6) 是 不 唯 
一 的 ; 亦 即 狗 条 的 弯曲 形状 是 不 确定 也 

3) 当 p>p a 

经 验 告诉 我 们 , 结论 1) 是 符合 实际 的 ,而 结论 2), 尤其 
3) 是 不 符合 事实 的 、 这 说 明了 线性 化 方法 的 局 限 性 ， 

现在 ,我 们 直接 来 分 析 非 线性 微分 方程 (3)。 令 4=43) 
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是 (3) 的 解 , 且 潢 足 初 值 条 件 
y(0; =0, (0) =w>0, (7) 
求解 非 线性 边 值 问题 (3) + (4) 归结 于 选取 tw, 使 得 y(D)=0. 


为 此 , 令 v= 他， 册 9 = 因此 , 由 方程 (3)， 我们 有 


s+ 0 ( 投 w 二 土 1)， 
从 而 求 得 第 一 积分 

一 2 二 让 + 有 有 妒 =0. (8) 
利用 初 值 条 件 (7) 推出 C-- -2 一 名， 又 由 图 7-5 可 见 ， 
gf (二 )-0， 且 ya) 关于 8- 二 是 对 称 的 , 因此 y ( 池 )= 


m 之 0 是 景 大 值 ; 亦 即 y=: yls) 也 满足 初 什 3 ) =m v(3) 


=~0. 因此 , 由 (人 8) 推出 ,也 等 于 ~ 2\ 江 一 吗 ; 即 


-2+ 广 一 一 2A 人 1 一 钴 ， 


再 从 (8) 解 出 
VT) cod) 
或 
i ds=[1— (By 0) | oy 
两 边 积分 , 得 到 四 


站 1 
| (让 六 + VI | 四 
它 表 示 %~ 9(s) 的 反 函 数 ， 特 别 , 当 s= 地 时 ,我 们 得 到 
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1 
bE 


(wv ] 二 
-14— Vi-w, 则 0<t<1 再 令 0= 坟 后 MI 一 钴 , 则 


当 %=0 时 ,有 ?= 后 当 %= 吧 时 ,有 2%= 回 时 ,上 述 积 
分 就 化 为 如 下 形式 


了 | dy 
pisMl—w VE +Eo 
或 2 
p-| 子 PC] DB, (9) 
其 中 
nO-VI], J VHT ted. 


可 以 通过 直接 的 微分 推出 了 (6)>>0(0<E<D， 因此 万 人) 
是 的 严格 上 升 函 数 , 从 而 由 (9) 推出 ， 边 值 问题 (3) 十 (多 有 
非 零 解 的 必要 条 件 为 


[3.7(0)| 3<p<[ 了 PCD| 3. 610) 

不 难看 出 ,条 件 (10) 也 是 充分 的 。 注 意 , 不 等 式 (10) 的 左 端 从 

好 是 由 异 环 力 %- ( 守 ) 而 右 端 对 应 于 $=1, 亦 即 9(0) 
了, 它 恰好 破坏 了 对 6 的 限制 ，19| < 和 ， 

由 此 可 见 ， 我 们 从 非 线性 边 值 问题 (8) + (得 到 的 一 些 


结论 要 比 线性 化 的 一 些 结果 更 合乎 实际 ， 
第 七 章 小 结 
本 章 首先 用 具体 的 例子 说 明 , 在 求解 微分 方程 时 , 除了 在 
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前 几 章 中 我 们 已 经 熟悉 的 那 种 初 值 条 件 外 ， 还 出 现 了 另 一 种 
( 边 值 ) 条 件 。 前 一 种 问题 就 是 初 值 问题 , 而 后 一 种 问题 就 叫 
边 值 问题 .读者 应 该 通过 具体 的 例子 明了 这 两 类 问题 的 提 法 
和 差别 . 在 本 章 中 , 读者 应 重点 掌握 下 列 内 容 . 

1， 简单 边 值 问题 的 求解 法 (通过 一 些 例题 和 习题 ). 

2. 什么 是 SL 边 值 问 题 ? 它 的 特征 值 和 特征 函数 具有 
哪些 性 质 ? 

3. 通过 钢 条 装 曲 的 例题 , 明了 线性 边 值 问题 和 非 线性 边 
值 问 题 的 某 些 特性 . 
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一 阶 线性 微分 方程 组 


在 前 几 章 里 ， 我 们 研究 了 只 含 一 个 未 知 函数 的 阶 微分 
方程 式 。 在 某 些 实 际 问题 利 一 些 理论 的 研究 中 , 未 知 函数 往 
往 不 止 一 个 , 而 联系 未 知 函 数 的 微分 方程 式 也 不 止 一 个 这 
时 , 就 出 现 了 一 组 微分 方程 式 , 好 微分 方程 组 ， 存 第 一 节 中 ， 
我 们 先 列举 一 些微 分 方程 组 的 例 了 ， 并 且 儿 述 有 关 的 初 信 问 
题 及 其 解 的 存在 性 和 唯一 性 定理 . 


第 一 六 微分 方程 组 


我 们 先 举 几 个 简单 的 微分 方程 组 的 例子 . 
【 鲁 题 1 设 微分 方程 组 
oy, yt, (1) 


ded 人 
其 中 zx 是 自 变 量 , 4 和 ?是 两 个 未 知 函 数 ， 
{例题 2)】 设 微分 方程 组 
人 00， ey ud, (2) 
其 中 二 是 自 变量 , 4 和 2 是 两 个 未 知 函 数 . 
【例题 3】 三 体 问题 ， 我 们 来 研究 某 一 行星 情 绕 太阴 沪 
的 运动 ， 为 了 简单 起 见 ， 假 定 行 星 卫 涂 受 太阳 的 吸引 力 外 ， 
只 受 某 一 邻近 的 卫星 (或 行星 ) 久 的 吸引 力 ， 而 其 他 天 体 对 行 
星 王 的 影响 一 概 忽 略 不 计 ， 此 外 , 还 假定 了 P, 8@ 和 5S 都 是 田 
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球体 , 它们 的 质量 都 集中 于 球 心 , 我 们 不 考虑 它们 的 自转 , 而 
把 它们 当 作 质点 进行 研 
究 ， 试 讨论 S, 一 和 久 的 | 
运动 (这 就 是 历史 上 沙 名 | 
的 三 体 问题 ). [em | 

我 们 选 定 一 个 参考 系 pd 
O&nt， 设 太阳 5S、 行星 了 
和 卫星 @ 的 坐标 分 别 为 \ 
(éo0, Mo, Co) (E, m9, CR a os 
(&1, mi 人) (参看 图 8- ， 国 8-1 
它们 的 质量 分 别 为 mo、 nw 和 mz 又 设 行星 一 和 和 卫 明 @ 路 大 
阳 8 的 曝 离 分 别 为 和 mm, 而 行星 王 和 卫星 @ 的 距离 记 作 4. 

根据 牛顿 万 有 引力 定律 ,行星 书 受 到 太阳 有 和 卫星 @ 对 
它 的 吸引 力 , 其 合力 为 

F- ~Gmmo (过 -ea Pn 上 


Ts 2 全 
。， -一 5 人 = 
一 Gm (全 一 一 二 2 ) 
2 人 4 


这 里 G 为 引力 常数 ， 而 行星 卫 的 运动 加 速度 为 
a=- (起 认 拉 ("表示 所) 


由 牛顿 锡 络 二 运动 定律 ma -五 消去 mw， 调用 分 其 形式 写 
坦 , 得 


人 &0 一 Go 一 
| jm Gm Gm Te, (3) 
!: = 一 人 ae ee -Gm Se 
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考 碟 太阳 的 运动 加 速度 (zo， 7 加 , 20) ,同样 可 以 得 到 
bo Gm bot ~ Gm 
1 


加 = -Gm — Gm 1， (4) 
E 1 


我 们 主要 研究 行星 已 对 太阳 及 的 运动 .为 此 , 将 坐标 蛛 
点 移 至 5S, 而 坐标 轴 的 方向 不 变 ， 这 样 ,就 建立 了 一 个 新 的 坐 
标 系 8zg%z， 设 在 这 个 坐标 系 中 : 王 和 久 的 坐标 分 别 为 (z， 包 
和 (my， 妇 ,入 )， 则 
4 一 上 一 5o， Y=7—"% 2=L— to 
Mto, Yi=m—7o, = C1— Lo 
Mar Rene ee 
= (一 2 (yy (2 
把 (3) 和 加 的 第 一 式 、 第 二 式 和 第 三 式 分 别 相 减 , 得 到 


也 光一 你 1 
4 十 Go 十 9 = Gm1 市 一 再 ， 


和 Go 十 ml)- 览 一 一 Go 人 入 


十 好 (oo 十 名) 二 一 一 Go 人 一 Go 2， 
” 4 1 


i 2 


A éz \4 
委 - 二 (2 ) 0 二， 
ri Ox 他 "A a nn 7 
为 2 十 网 :十 2 ), 
3 Oz ( ri 


令 p=(mtm)Q 和 -0( 林 -2 十 多 十 各) 
那么 (加 可 以 改写 为 


+ HM 5 
44 入 =m (9) 
+ 人 党， 

其 中 4%, y 和 % 是 未 知 函 数 . 我 们 注意 到 ,在 且 中 还 包含 未 知 
前 数 各, 和 入， 因此, (6) 不 是 一 个 独立 的 微分 方程 组 , 它 
须要 与 ti、 ys 和 名 铀 足 的 那 组 类 似 的 方程 联 立 组 成 一 个 狼 
立 的 微分 方程 组 , 这 是 比较 复杂 的 .因为 我 们 不 准备 研究 它 ， 
所 以 就 不 把 这 个 完全 的 微分 方程 组 写 出 来 了 . 

一 般 而 辟 , 卫星 的 质量 21 要 比 太阳 的 质量 m2 小 得 多 , 从 
而 m4 因此 , 在 (6) 中 可 以 把 mx 近似 地 看 作 0, 就 有 


> TE | 
乡 十 (2 十 久 十 入 3 > 


Yt array 0, (7) 


办 2 


其 中 %, y 和 是 未 知 画 数 ， 微 分 方程 组 (7) 也 就 是 行星 卫 关 
于 太阳 8 的 运动 方程 组 ,， 这 实际 上 是 一 个 “二 体 问 题 ， 关 
于 微分 方程 组 7) 的 求解 问题 将 在 下 一 章 讨 论 . 

从 上 面 三 个 例子 , 即 方程 组 (4)、(2) 和 《7), 我 们 注意 到 ， 
在 每 个 微分 方程 组 中 ， 方 程式 的 个 数 总 是 与 来 知 函 数 的 个 数 
相同 的 ， 而 各 个 未 知 函数 的 导数 的 最 高 阶 数 可 以 参差 不 一 
例如 ,在 微分 方程 组 人 L) 和 (7) 中 , 各 个 未 知 函 数 的 导数 的 最 高 
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阶 数 分 别 为 一 和 二 ; 而 在 微分 方程 组 (2) 中 , 未知 函 数 芭 得 了 
的 最 高 导数 的 阶 是 不 相同 的 ; 前 者 的 阶 为 二 , 而 后 者 为 一 . 

为 了 对 微分 方程 组 的 讨论 规范 化 ,我 们 可 以 引进 新 的 (中 
间 ) 未 知 函 数 , 使 得 在 新 的 微分 方程 组 中 , 各 个 未 知 函 数 的 最 
屈 阶 导数 都 是 一 阶 的 ， 

例如 , 对 于 微分 方程 组 (2), 令 


2 一 & 一 几 (8) 


对 于 微分 方程 组 (7), 令 
LZ=U, Y=V, ?= 
为 中 间 未 知 函 数 , 则 (7) 可 写成 一 个 新 的 等 价 微分 方程 组 


| X= Y= Yo 


| 


es 
Ly 4 
[ 间 A , 
(tt. 
又 例如 ， 般 的 % 阶 微分 方程 式 
pf 开罗 多 
=f(z 于 4， Rr? 了 Nr 9 他 (10) 
A- 0 
令 ， ， 久 -多 oo 型， gr 


则 容易 证 明 (10) 等 价 于 一 个 有 % 个 末 知 次 数 的 一 阶 微分 方程 


5 区 = Ys, 
| dy 
[| wr Ys, 
Pe te (11) 
dyn_1 
Qaz — Yn, 
| 
让 Cn 一 大 3， yf, 282，…) Yn) , 


根据 以 上 的 说 明 , 不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 只 讨论 下 面 形 式 
的 一 阶 微分 方程 组 


| en = (2 Yi1, Ya, "*, ys) 


Ca 
3 一 万 (2 Yi Ya, ***, yn), (12) 


CE 


=P (2 33， Ye, Yn), 


其 中 Yi Ye “°° a Fs, 四 都 二 
关于 变量 VT, Yi1; Yo **'， yn( 在 允许 和 的 范围 内 ) 的 实 值 函 数 ， 例 
如 ,微分 方程 组 (1D)、(8)、(9) 和 (IL) 都 是 微分 方程 组 (12) 的 特 
例 ， 

设 函 数组 | 
= p12), Ya™= Pas), 7, Ys— Gn (2) (18) 
在 区 间 a<z<B8 上 连续 可 微 , 而 及 满足 (12), 即 

PH) = Ply, Pit), paws), nls)) 
(arp; 4=—1, 2, ”2 nn), 
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遇 称 务 数 组 (13) 为 微分 方程 组 (13) 的 一 个 解 。 而 且 , 如 果 它 
满足 
gif(zo) 一 0J，9a(20) 一 Ca …" gr 人 20) Ln, 
则 称 (18) 满 足 初始 条 件 z 
YD0) =01, Ya (ko) = Ta, *, YalPo0) 一 人 (14) 
: !， 初 什 问题 (12) + (1 和 表示 求 微分 方程 (127? 满 足 初始 条 件 
《14) 的 解 。 为 了 保证 沁 值 问题 (12) 十 (14) 的 解 是 存在 而 且 叭 
一 的 ， 正 如 在 第 三 章 中 的 存在 唯一 性 定理 -- 样 ， 须 要 对 耳 数 
5 Bs 附加 一 定 的 条 件 . 
定理 1 设 冰 数 卫 (z, ,Ya,…, Yr) 在 区 域 
D. ls—wol<a, | —a| 6, [ys—asl <o, », 
| —as| SD 
上 连续 ,而 且 对 仿 , ys, …， Vr 适合 李 氏 条 件 : 
{Fils, 4 ga, 2 一 有 (| 


科 丰 之 {yr— vy, 


其 中 李 氏 常数 ,>0 (i=1, 2, 2 那么 存在 正 数 
h<a, 使 得 初 值 问题 (12) 二 (14) 在 区 间 |z 一 zo < 及 上 有 一 个 
漠 且 只 有 一 个 解 . 

这 个 定理 的 证明 完全 可 以 仿照 第 三 章 中 比 卡 定理 的 证 明 
方法 , 为 了 节省 篇 幅 , 在 这 里 就 不 重复 了 ， 当 然 , 读者 如 果 能 
够 重新 对 这 个 定理 进行 一 次 证 明 , 则 肯定 是 有 益 的 . 

我 们 还 要 指出 , 一 般 可 能 要 比 4 小 , 即 微分 方程 组 解 的 
存在 性 也 只 是 局 部 的 . 

在 微分 方程 组 (12) 中 ， 如 果 函 数 五 | 关于 Yi, ya，…， 名 
是 线性 的 , 即 
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Fz, Yi, Ya ga) — Ca LIYE mY 二 
+am(2) y+ f(r) (一 二 2 2), 
则 有 
[ " 抽 二 411 (2) 屿 十 Ciaf)39 十 …， “Tam(y) yt f(r), 
ya 2 
CT 


qo (w+ aaa Ct) Yet Taam ) Yn t+ fobs), (15) 


(We no tama)ys te ann Cs) y+ fao), 


我 们 称 (15) 为 一 阶 线 性 微分 方程 组 . 落 函 数 户 (2)，ja(o) 
fn(z2) 都 恒 等 于 0, 亦 即 
=au(w)N+ ov) y+ in (2) Ys 
(一 工 2, .…, n), 

则 称 (16) 是 齐 次 的 (线性 微分 方程 组 ); 如 时 (2), fa(2),…， 
fa(z) 不 都 恒 等 于 0, 则 称 (15) 是 非 齐 次 的 ， 通常 ， 称 户 (z)， 
ao Jo) 为 (15) 的 非 齐 次 项 (或 强 近 画 数 ). 

例如 , (1 和 (8) 都 是 一 阶 线性 微分 方程 组 , 前 者 是 非 齐 次 
的 ,后 者 是 齐 次 的 ,而 (9) 是 一 个 非 线 性 的 一 阶 微分 方程 组 ， 

对 于 线性 微分 方程 组 ， 我 们 可 以 证 明 比 上 述 定理 工 更 强 
的 结论 , 即 解 的 存在 区 闻 不 是 局 部 的 . 

定理 2 设 线性 微分 方程 组 (15) [包括 eo 中 的 聊 数 
ay(z), f(z) 在 区 间 a<w<B8 上 连续 (j=1 2, …, Wn). 又 
设 2 满足 wa<zo< 8， 则 对 于 尾 给 前 初 始 条 人 忻 a4), 微分 方 
程 组 (15) 在 区 闻 a<z<8 上 有 一 个 解 

i= p12), Yo= aE), Ys = nD) 

满足 (14), 而 且 这 样 的 解 只 有 一 个 ， 


dy 
Or (16) 


一 237y 一 


这 一 章 的 主要 内 容 是 介绍 线性 微分 方程 组 的 一 般 理论 和 
常 系数 线性 微分 方程 组 的 解法 , 实际 上 是 第 网 章 内 容 的 推广 ， 
在 下 一 节 中 , 先 介绍 一 种 求解 微分 方程 组 的 消去 法 ， 


习 题 8.1 


1， 设 官 值 问题 为 
y+p my + a y= yro) =4, YK0) =b. 
试 把 它 化 成 一 个 一 阶 线性 微分 方程 组 的 初 值 问题 ， 
2、 设 初 值 问题 为 
pi 2 Ys 
yC0)=0, 2(0)=0. 
试 把 这 个 初 值 问 题 改 襟 成 只 含 一 个 未 知 芒 数 的 二 阶 微 分 方程 式 的 
初 值 问题 ， 
3， 已 知 中 一 组 (2)， 风 一 2 人 (CD po 白 二 所 (2) 和 汶 二 如 (2)， 入 二 
az)，… 加 二 凡人) 是 并 次 线性 微分 方程 组 (16) 的 两 个 解 , 则 对 
于 任意 的 常数 和 4 积 B, 线性 组 合 
= AWr) + Bovi(r), 后 一 车 (2) -+ Bugt), '*, 
Yn = (7) + Bun CT) 
” 仍 是 (16) 的 解 ( 途 加 诛 理 》. 
4 设 和 = 坝 (2), #2 二 ta(z)，…, 9 一 二 (2) 是 齐 次 线性 微分 方程 组 
(16) 的 任何 一 个 解 ,又 岂 一 p(T), 衣 一 ga(7)，…, 加 一 pn(z) 是 非 
齐 次 线性 微分 方程 组 (15) 的 一 个 特 解 , 则 
yi=u(r) + gr), t=tam) pL), po = 2) + nt) 
:， 旦 非 齐 次 线性 微分 方程 组 (15) 的 一 个 解 . ee 


第 二 节 消 去 法 


求解 常 系数 线性 微分 方程 组 的 最 初等 的 方法 是 消去 法 ; 
这 就 是 说 ,只 保留 一 个 未 知 函数 ,而 用 微分 法 消去 其 余 的 未 知 . 
一 个 未 知 函数 
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亢 数 ， 最 后 得到 一 个 县 全 一 个 术 祝 本 于 席 站 玫 后 
微分 方程 式 ， 对 于 后 者 的 解法 , 我 们 是 熟悉 前 因此 可 以 

查 这 十 被 保留 的 未 知 画 数 ， 然 后 , 再 根据 消去 的 过 程 , 求 出 其 
余 的 未 知 函 数 。 对 于 小 型 的 微分 方程 组 ( 始 未 知 通 数 的 个 数 
较 少 的 方程 组 ), 采用 这 种 消去 法 是 比较 简便 的 . 

” 【人 鲍 古 了 ”试用 消去 法 求解 


人 | (1) 
dy _ or 
VY =-y. 本 (2) 
我 们 准备 保留 > 一 xz 人 ,而 消去 4Y=a 蚊 .出 ( 解 出 
y- 寺 (2 吧 ) (3) 
青 代 入 (2) ,得 
liadrv a 
如 呈 -- 宕 )2 - 末 (- 殖 ) 
化 简 后 , 得 到 i 
oat? 


这 是 一 个 常 系数 的 二 阶 线 性 微分 方程 式 ， 容 容易 求 出 它 的 通 解 
作 二 C1 C09 3 二 C9 Sn 3t. 
再 利用 在 消去 过 程 中 的 关系 式 (3)， 得 


y—3 [C0r cos3t. 十 eS (~ 20 gin Bt-+300 co 34)] 


一 01 人 c08 3 十 一 sin3t) 十 os (去 sn 一 写 wy 


因此 ,微分 方程 组 刷 ) + (2) 的 通 解 为 
w=010083t--02 gin 3#, 
cosBt-Bsin8t sin8{— 3co0s3t (4) 
| 
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还 中 避 与 3 是 两 个 任意 常数 . 
.， 如 果 不 是 先 消去 4， 而 是 消去 2， 那么 同样 下 以 求 得 微分 
方程 组 (HH 十 (人 的 通 解 ， 记 的 人 六 可 能 在 2 (由 中 
的 不 一 样 ; 但 是 总 可 以 把 它们 化 成 一 样 . 
对 于 高 阶 的 微分 方程 组 , 有 时 也 可 以 用 消去 法 求解 . 
【例题 2] : 求解 微分 方程 组 
| + (ye— Bys+ 2y3) 一 0 (5) 
(i+ 2y) + (2y2— 4y2) =0. 《6) 
”如 暴 准 备 消 去 未 知 函 数 加 ， 那么 应 该 设法 依次 道 去 好 
和 Ws。 为 此 ,对 (6) 求 导 ,得 到 


(+29) + (2 — dy:) =0. (7) 
表 用 2 乘 (5) 式 减 去 人) 式 ,得 
(~—2y) + (— 2 dya) =0. (8) 
为 了 消去 %,， 只 要 把 (6) 式 和 (8) 式 相 加 , 就 得 
H+=0. (9) 


这 是 一 个 上 只 含 未 知 函数 的 二 阶 锻 骨 微 分 方程 式 ; 它 的 通 解 
为 


入 一 0 十 的 2- (10) 
代入 (6) 式 ,得 


一 2 一 一 由 一 于 ac (11) 
这 是 一 -个 关于 未 知 函数 风 的 一 阶 线 性 微分 方程 式 ， 我 们 容易 


求 出 它 的 通 解 为 
入 一 训 全 十 066 十 se 


6 
因此 , 我 们 得 到 
Yi =01 ee 3 
人 (12) 
Ys = a 十 云 5 他 3C * 十 0ae2z， 
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从 上 面 的 推导 可 见 ，(12) 一 定 满足 (6) 式 , 至 于 它 是 否 也 满足 
(5) 式 ? 这 只 要 直接 把 (12) 代 入 (5) 式 , 易 见 回答 是 肯定 的 . 
因此 , (12) 就 是 所 求 的 通 解 . 

如 果 在 上 面 的 解法 中 , 不 是 把 (10) 代 入 (人 ) 式 , 而 是 代入 
(名 式 , 则 得 

yi— B02 + 2ya=61+ C2 *, 

这 是 一 个 关于 gs 的 二 阶 微分 方程 式 ,我们 容易 求 出 它 的 通 解 
为 


Ya 一 61 十 于 026 -2 十 6C36 各 十 Bac3 


从 而 得 


i=01+ Ce 
| C18) 


Ys = 计 ol 十 于 C6 * +08 + O00. 
从 土 面 的 推导 可 见 , (18) 一定 满足 (6) 式 , 至 于 它 是 否 满足 (6) 
式 ? 把 (18) 直接 代入 (的 式 , 即 得 
一 006 2 十 3(C1 二 662) 十 -二 626? 十 20s 十 cco) 
-4 去 1 十 去 026” 十 C036 宇 十 oo = 一 0 
化 简 后 , 得 
—206*=0. 
这 个 等 式 只 有 当 6 一 0 时 才能 成 立 。， 因此 ， 我 们 得 到 通 解 为 
人 
凡 = 亏 oa 十 言 cae 十 oa. 
它 与 前 面 所 求 的 通 解 (12) 完 全 一 致 . 我 们 提请 注意 ，(18) 并 
不 是 所 求 的 通 解 , 其 中 0, 是 一 个 多 余 的 任意 常数 ， 这 一 点 是 
须要 通过 验算 之 后 才能 知道 的 . 
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从 这 个 例子 可 以 看 出 ， 微 分 方程 组 的 消去 法 很 难 作为 一 
般 的 理论 进行 讨论 ， 而 县 对 寺 大 型 的 微分 方程 组 ,消去 法 是 
非常 腾 烦 的 ， 所 以 , 我 们 只 要 求 读 者 通过 上 证 两 个 例子 的 局 
发 , 能 够 对 一 :些小 型 的 微分 方程 组 应 用 消去 法 求解 。 这 种 消 
去 法 的 技巧 在 某 些 实际 问题 的 应 用 中 也 是 党 名 的 ， 

最 后 , 顺便 指出 , 在 上 一 节 我 们 已 经 知道 , 只 含 一 个 未 知 
函数 的 2 阶 微分 方程 式 总 可 以 化 成 含 呈 个 未 知 函 数 的 一 阶 微 
分 方程 组 反之 , 含 吕 个 未 类 函数 的 一 阶 微分 方程 组 在 大 多 
效 情 况 下 也 可 以 甩 消 去 法 化 成 一 个 只 会 一 个 未 知 地 数 的 % 阶 
微分 方程 式 ， 但 是 , 也 有 -- 些 例外 的 情况, 钢 如 , 设 微 分 方程 
组 


Y=), | (14) 
其 中 ok 和 8 是 兴 续 画 数 ,人 4， 这 就 不 能 用 消 


去 法 把 (14) 化 成 全 志和 pn 所 


习题 82 


i1. 用 消去 法 求解 下 列 微 分 方程 组 ; 


rl 二 Rr = 7 dT 


Ga 
六 re 3 


got 一 2zi 一 5xo 一 Sn) 28， 
(3) 
害 = 2 00) =0, rl0) 一 于 


(4d) GT1 = 1, ra 二 一 了 ,十 V2, 


ry ry 
Sa 2 bp a 
od at dt V 373 


=n 二 Xa 十 a， 


(8) Sy =271 二 Ww9— 


ra 一 — Br — Hr9— 323 


at 
2. 求解 下 列 微 分 方程 组 , 从 而 确定 它们 是 否 有 肇 : 
Adz: ,， dic ee 
et 2 十 名 一 六 
DD t ad: 
十 2 十 鸡 一 ! 十 3; 


1 


Ars 
| o 


[3 十 2x1 十 ee 十 2% 二 E22， 
(=) 


第 三 节 章 次 线性 微分 方程 组 
我 们 在 这 一 节 讨论 齐 次 线性 微分 方程 组 


| yy — 1 C0) GT) Ya i (F) Ys, 


(ee ys 一 ti FY os VI) Yt on (2)y,, 本 


wer 


i 
| 
| dv, (gy 

(Ur = Gat CT) Yt na 2) Ya nn CF) Yn, 


其 中 系数 函数 ai(2) 在 区 间 wa<z<B 上 连续 \% 9 一 卫 2 …， 
w)， 因 此 ,对 于 方程 组 (1) 的 初 值 问题 可 以 应 用 第 一 节 中 的 定 


理 2。 现在 的 日 的 是 要 搞 清楚 章 次 线性 微分 方程 组 的 通 解 
一 般 结构 . 讨论 的 主要 线索 与 第 章 寡 二 阶 齐 次 线性 微分 方 


宏 式 匡 订 论 相 仿 


为 了 方便 ,我 们 采用 向 量 和 矩阵 的 记号 . 人 
Yi(%) 
yye) -| 0 


yn (T) 
其 导数 向 量 
(se) 
"~V'(%) ~ ye(8) , 
入 (2) 
这 里 “表示 -所 ， 记 以 也 记 作 
:_ Oy 
¥ 一 a 
又 令 函 数 矩 阵 
Q(T) cda(z) … Grnl%) 
A | ta) oa) ammo) 


ni CP) Co) Cm) 


这 样 ,微分 方程 组 (1) 可 以 改写 成 它 的 等 价 形 式 


A GW) 122) Cd) Y1 
ys _ | G2) gas(2) 1 an (TY Ya ; 
vy 


人 


y=A(2)y. 2) 
我 们 用 记号 六 i (2) [ 亦 叶 (1)] 
的 所 有 的 解 组 成 的 集合 
FSF=1y(%) 0 = A()Y(2), a<r<B}. 
设 了 D 武 示 % 维 零 向 量 ， 易 知 妇 = 是 方程 (2) 的 一 个 解 ， 即 
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0E.9、 所 以 集合 乡 不 是 空 集 . 
定理 1 .” 是 一 个 线性 空间 . 
【证 明 】 设 g(2) 和 go(2) ED, 即 对 一 RE BB), 有 
2)=AC(2)Y(r) 和 (2)= ACo) ysl®), 
因此 ,对 于 任意 的 常数 C1 和 6, 有 . 
(G181 (2) +628 C2))' = O12) 十 0ag2(2) 
=01A(2)Y() +oadA (w) gale) 
= A(%) (G1 (2) + ona)), 
这 就 是 说 ，ciy1(2) 二 oa(z) EY, 亦 邯 也 满足 迭 加 原理 . 办 
此 , 了 是 一 个 线性 空间 . 】 
为 了 进一步 讨论 .” 的 结构 ， 我 们 还 需要 对 函数 向 量 组 让 


进 线性 相关 和 线性 无 关 的 概念 . 
设 在 区 间 a<w<<8. 上 给 定 上 个 nn 维 的 函数 向 量 
P12), at), , PCT), (8) 


若 存在 个 不 全 为 零 的 常数 61， cs,，…，0x, 使 得 

049a(2) 十 oaga(z] 十 村 czpxfo) 一 0 (a<w<B), 
则 称 函 数 向 量 组 (3) [在 区 间 as<z<B 上 ] 为 线 ， 让 
则 ,就 称 生 数 向 量 组 (B) 汶 线性 无关 的 。 

我 们 要 特别 研究 函数 向 量 组 (3) 当天 一 m 时 交 革 凡人 
关 与 线性 无 关 的 特征 ， 令 


Jaa(2o) pm) 
gat) -| 90) | pw) | ok) | 
pu ou 人 
gf{ 7) 
gu(z) =| Paste) | (4) 


Pan (2) 
— 245C— 


设 苞 数 向 增 组 (4) 是 线性 相关 的 ， 则 有 名 个 不 全 为 零 的 常数 
qr 0 ,6 位 得 
Og1 C2) 40apals) + + ongpn ly) =0. 
杰作 
dp11 (8) 十 Capta() + "Cnn (®t) = 0, 
Gia (2) + Oapan (wd) 十 二 Open(O =0, (8) 


OGL (w) 二 dapna (2) dnPan (FZ) = 0, 
对 一 切 wE (o 局) 成 立 ， 对 于 任 老 国 定 的 wE (a B), 方程 组 
(65) 可 以 省 作 是 关 于 01，0s,，…, 54 的 齐 次 联 立方 程 组 。 如 上 
扬 述 ,有 不 全 为 零 的 常数 ou oa …， 0s, 使 (6) 成立， 因此, 根 
据 线 性 联 立 方程 组 的 一 般 理 论 推 出 ,方程 组 (四 的 系数 行列 式 
VC2) ials) 0 pn) | 
WW (2) = Pal(%) Per) » Pon (2) | 0 (6) 


Pui(w) Fuss) PrnCt) 
(ga<w<B). 

向 (6) 式 定义 的 行列 式 不 (o) 称 为 滑 数 向 量 组 (4) 的 伏 妆 斯 基 
本 列 式 。 根 庙 上 人 面 的 讨论 可 见 ， 梢 数 向 量 组 (4) 是 线性 相关 
的 必要 条 件 为 它 的 钛 朋 斯 基 行 列 式 歼 (9) 三 0( 基 ， 对 一 切 
gE (a, B), 有 了 玫 ()=0)， 但 不 难 举例 说 明 , 下 (2 二 0 不 是 
函数 向 量 组 (4) 为 线性 相关 的 充分 条 件 . 

引 理 1 设 gp(2)， ga(2)， ,gn(2) EY, 则 它们 是 线性 
相关 的 充分 和 必要 条 件 为 它们 的 伏 户 斯 基 行 烈 式 印 (s) 二 0 

【证 明 】 必要 性 在 前 面 已 经 证 明 ， 下 人 面 证 明 充 分 性 ， 

设 不 (o) 反 0 特别 取 定 一 点 zoE (o B), 及 (wo) 一 0， 
再 以 本 (zo) 为 系数 行列 式 , 作 一 联 立 方程 组 , 即 
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| 06191 (70) 十 0apls (wo) 十 ，… + op1s (0) 一 0， 
Cigal (co) -Opeo 0) 十 十 Oopan(oo) 一 0， (7) 


Oni (w0) + Cpna (0) 十 *…* 十 Cnnn (Wo) 一 由 
其 中 ob 0 …， 0 是 未 定 的 数组 由 于 (?) 的 系数 行列 式 
玉 (z0) =0， 所 以 7) 有 非 零 解 ， 即 有 不 全 为 堆 的 常数 0 
ec 0， 使 (7) 式 成 立 。 现在 ， 我 们 就 取 定 这 样 的 常数 o， 
62，…，0Cn， 并 旦 令 
(2) = Cp1(T) + Cpe Ct) + "+ ongn Tt), 
则 岂 竺 理工 推出 , y= 如 (zw) 是 齐 次 线性 微分 方程 组 (2) 的 一 个 
解 ,而 且 由 (7) 可见 , Y=W(w) 满 足 初始 条 件 
yz0) =0. {8) 
另 一 方面 ， 我 们 知道 y(w) 寺 0 是 齐 次 线性 微分 方程 组 (2) 的 
解 ,， 而 且 它 也 自然 满足 初始 条 件 (8)， 因 此 ,由 解 的 唯一 性 定 
理 推 出 , 这 两 个 解 必 须 相等 , 即 (wz) 尘 0.， 也 就 是 说 ， 
dpitw) + 0xp2 (Tt) + -+ Onn C2) 0, ? 
因为 cu 63,…, cn 是 不 全 为 零 的 带 数 ,所 以 oa(z)， p22)，…， 
gn(2) 是 线性 相关 的 .】 | 

在 引 理 1 的 证 明 过 程 中 ,实际 上 只 用 到 下 (wo) =0, 所 以 
有 下 述 结论 . 

结 理 2 设 9atc)，9202)，…，9a(z) 是 齐 次 线性 微分 方 
程 组 ( 录 的 % 个 解 , 而 且 它 们 的 优良 斯 基 行 列 式 歼 ( 吃 在 某 一 
点 zoE(a 有 ) 等 于 零 ， 即 且 (oa) =6， 则 (2)， a (0)，…，， 
9n(z) 是 线性 相关 的 ， 

由 引 理 工程 引 理 3 推出 ， 齐 次 线性 微分 方程 组 (2) 的 任 
和 何 % 个 解 

pp), Pap), pa) (or<B) | 0 
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的 钛 朗 斯 基 行列 式 例 (z) 只 有 两 种 可 能 : 
了 歼 (二 0 一 一 (9) 是 线性 相关 的 ; 

2) 环 (z)*0- 一 一 (9) 是 组 性 无 关 的 . 

因此 , 要 判别 解 组 (9) 是 否 线性 关 无 , 只 要 验算 它 的 伏 朗 
斯 基 行 列 式 在 某 一 点 是 否 不 等 于 零 、 这 在 应 用 上 是 很 方便 
的 . 
“… 设 解 组 (9) 是 线性 无 关 的 ， 则 称 它 是 微分 方程 组 (2) 的 一 
个 基本 解 组 。 | 
定理 % 齐 次 线性 微分 方程 组 (2) 的 基本 解 组 总 是 存在 


ee 
【征明 】 我 们 可 以 取 % 个 常数 向 量 
611 6&19 Cin 
@=| | es=|. | en=| “| 
Re ou en Eanf 
使 得 它们 组 成 的 行列 式 


dt B19 cr"* Cin 


0 加 0) 


办 | E23 ”ean 


Cn1 0 ”Cnn 
对 入 每 个 6 . 由 解 的 在 在 定理 ， 方 程 组 (2) 有 唯一 的 一 个 解 
乡 一 内 tc)， 使 得 它 满足 初 妈 条 件 ”: 


ht Gb ey 
这 样 我 们 这 得 到 方程 组 (2) 的 个 角 SN 
ph as), “"", yw) . i 


而 且 由 初始 条 件 C11) 可 抑 , 解 组 (12) 的 伏 朗 斯 基 行 列 式 环 (2) 
渍 足 琴 (xzo)= 瑟 #0， 因 此 ， 解 组 (42) 是 线性 无 关 的 ， 即 它 是 


一 个 基本 解 组 ， 了 
定理 8 设 已 知 齐 次 线性 微分 方程 组 (2) 的 一 个 基本 入 
组 (12)， 则 对 于 任意 的 常数 er， Ca *-*, On, 
y=0p C2) 二 oo 加 (十 … 二 op 人) (18) 
是 方程 组 (2) 的 解 ,而 且 通 解 (13) 包 括 方程 组 (2) 的 一 切 解 ， 
【证 明 ]】 由 定理 1 推出 , (18) 表 示 方 程 组 (2) 的 解 ， 下面 
再 米 证 明 它 表示 方程 组 (多 的 一 切 解 . 
” 设 任意 给 定 微分 方程 组 (2) 的 一 个 解 乡 一 i 
C0) =0fh 00) + espa vo) + ten zo), (14) 


Citfir 《Yo) 十 i (wo) 十 … 十 Gufs (ve). 二 如 (2o) 
ciths1 (0) 证 Gufs (wo) 十 “二 cuan (wo) = Wa (2zo) ? (15) 


和 


cafni (Zo) +Caina (20) - Ts :Fontban CT0) wn (0), 
因为 解 组 (12) 是 线性 无 关 的 ， 所 以 联 立方 征 红 (15) 的 系数 生 
列 式 酌 (zx0. 因此 ， 由 《后 ) 叭 一 地 确定 了 一 组 常数 5 
0 6s， 则 丸 二 Gui(2) 二 5a Cz) 十 … -bopn(w) 是 微分 方 
程 组 (2) 的 一 个 解 ， 由 (15) 或 {14) 可 见 , 它 与 解 凡 =4(w) 满 足 
相同 的 初始 条 人 性。 因此, 出 解 的 唯一 性 定型 推出 
WW (0) 一 Ga (2) + apa (0) 十 … 十 Be) 
这 就 证 明了 通 解 (1) 包括 方程 组 (2) 的 一 切 解 ， 1 
定理 3 是 本 节 的 主要 定理 , 它 表明 线性 空间 .7 的 维 数 为 
%， 只 要 找到 齐 次 线性 微分 方程 组 的 % 个 线性 无 关 的 解 ,就 可 
以 得 到 它 的 通 解 ， 
最 后 ， 我 们 介绍 在 微分 方程 理论 研究 中 很 有 用 的 一 个 公 
-中 | 
刘 维 尔 公式 “ 设 齐 次 线性 微分 方程 组 (2 的 


《9), 则 它 的 伏 朗 斯 基 行 列 式 为 


Ww) -Wh pal 名 iCmdm (16) 
【证 明 】 出 伏 朗 斯 基 行 询 式 下 (2%) 的 定义 (6)， 我 们 对 4 
求 导 数 ,就 有 
hi pig 所 网 ， : Pu 13 pin : 
WW’ (w) = Gol Pas py Ee ga P22 2 ge 1 
0 | | wos 
Pat Pra Vnn | | nt Pina Pnn 


CE 


Pu Wi pun | 


小 al V22 1 Pon 


noosaparepriser +: rmarn 


r f 1 
[| 


划 夫 | 
Dowps aa 2 eq 
dm1 于 = 1=1 
P21 Wua Pan 
Pni fa rm 
P11 B19 Ban | 
村 作 3» 
十 人 Gain Soup es 2 aipm | 
1 ji ef | 
Pal {ng rp | 
P11 P13 机 Pin | 
P21 Poy Pon 
中 se 二 | ss a 


Sap Danp es 总 Pn 
=au(2)W (2) + gaatw) WW (2) + an (2) W (2), 
_ 2g 


徐 全 得 到 关于 殉 (oc) 的 -个 一 阶 线 性 微分 方程 式 


到 (一 全 wo) =0. (17) 
时 积 分 因 下 ~- 扩 党 Dr da 
从 二 6 Zs fr1 
藉 (17) 式 的 两 端 ,得 


IW) ln" 0. 


从 而 推出 齐 维 尔 公 式 (10) 成 广 、 明 


从 刘 维 尔 公式 ， 也 可 以 直接 推出 齐 次 线性 微分 方程 组 的 


解 组 的 伏 朗 斯 基 行 列 式 丈 (c) 只 有 两 种 可 能 , 即 下 人 z) 或 者 便 
等 于 零 ( 当 歼 (wo = 0), 或 者 恒 不 等 于 零 ( 当 研 (ow) 世人 


从 刘 维 尔 公式 还 可 以 推出 下 面 的 结论 ， 若 
洲 > au(w) dr = + 0, 


如 完 次 线性 微分 方 各 组 (2) 笃 少 有 -个 解 在 区 间 [fzo， so) 上 
是 无 办 的 ， 


了 ， 


: 
Er 


nm 
7 
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习 题 8.3 
证 骨 齐 次 线性 微分 方程 组 (3) 的 任何 +1 个 解 都 是 线性 相关 的 ， 


设 外 it(z)》 和 az) 分 曾 是 齐 次 线性 被 分 方程 组 (3) 的 两 个 基本 解 


组 的 伏 朗 斯 若 行 列 式 , 试 证 了 pi(ey 一 0 友 s(2)， 其 中 0 是 一 个 不 
等 于 零 的 常数 . 


、 证 明 两 个 不 同 的 济 次 线性 微分 方程 组 不 可 能 有 一 个 相同 的 基本 解 


组 . [提示 :， 齐 次 线性 微分 方程 组 (全 的 系数 函数 Ge 0p3，…， bar 
可 出 它 的 一 个 基本 解 经 唯一 地 宽 出 性 一 上 2 %).] 


、 设 这 次 线性 微分 方程 纳 C2) 的 系数 函数 矩阵 4( 轨 是 一 个 二 有 角 短 阵 


《 即 对 角 线 以 上 《或 以 下 ) 的 元 素 全 是 零 ) 则 可 用 初等 积分 法 求 出 
3) 的 通 解 ， 


”第 四 节 ” 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 组 


从 上 一 节 的 理论 我 们 知道 ， 求 齐 次 线性 微分 方程 给 的 通 
解 问题 归结 到 求 它 的 个 线 往 光 关 的 解 ， 这 与 非 线性 微分 广 
程 组 的 道 解 结构 相 比 较 , 不 能 不 说 是 简单 多 了 .但 是 , 求 并 次 
线性 微分 方程 组 的 通 解 , 一 般 而 言 , 办 法 也 是 很 少 的 .在 这 一 
节 , 我 们 介绍 常 系 数 齐 次 线性 微分 方程 组 的 代数 求解 法 .。 . ， 

设 齐 次 线性 微分 方程 组 

电 - 8 
其 中 以 是 实 的 常 系数 和 矩阵; 令 人 


Ht G9 *** {1n 


A=| L231 . U2g Can 
i ， dnl Co Cn 
我 们 称 齐 次 线 性 微分 方程 组 (1) 为 常 系数 的 . 下 面 就 讨论 它 
的 求解 问题 . 
假设 | 
Y=Te” . (2) 


为 方程 组 () 的 一个 解 其 中 入 是 待定 的 常数 ， 而 ?是 待定 的 
常数 问 量 ; 令 


把 (2) 代 入 (办 , 推 由 
| 【4 一 ADT= 0, (8) 
其 中 是 一 个 阶 的 单位 炬 阵 ， 为 了 攻 助 读者 更 易 了 解 ,我 
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们 把 (3) 写成 用 它 的 分 晤 表示 的 形式 ; 次 。 
7 (W141 — A 十 iT7g 十 十 Ginfg 二 0 ee 


GT 十 (Wag — 入) Ta 十 an = 0, . (4) 
Cn1iT1 十 Caayg- 十 … 十 (Cn 一 A) Mn 一 0 


联 妆 方程 组 (4) 有 非 零 解 ru ya …， ?4 的 充 要 条 件 为 它 的 系 
数 行列 式 


Q11 一 入 rab ti . 
Qa1 Gas 一 人 2 | 一 0 (5) 
Cn1 ng nn 一 入 


我 们 称 (5) 为 常 系 数 齐 次 线性 方程 组 (2) 的 特征 方程 。 注 音 ， 
特征 方程 (5) 的 左边 行列 式 是 的 一 个 次 多 项 式 .， 设 入 是 
特征 方程 (5) 的 一 个 根 , 则 称 是 方程 组 (2) 的 一 个 特征 根 . 
因此 ,方程 组 (2) 最 多 有 % 个 特征 根 ， 分 两 种 情况 讨论 之 ， 

第 一 种 情况 ， 设 % 个 特征 根 和 ,Xo，…, hn 互 不 相等 . 

此 时 , 对 于 每 个 特征 根 入 一 入 《j 一 1，2,…, mn) 都 是 单 重 
根 , 因此 对 应 于 齐 次 联 立方 程 组 (人 只 有 一 个 线性 无 关 的 非 夫 
解 ma ra …，rof。 我 们 用 +; 表示 它 的 列 向 量 , 则 和 = 了 Tw*” 
就 是 微分 方程 组 (DD 的 一 个 非 零 解 。 这 样 ， 就 得 到 方程 (2) 
的 %w 个 解 : 本 


P10, a0", be Pn, 上 到 (6) 
设 友人 是 解 组 (6) 的 伏 朗 斯 基 行 列 式 , 则 
aa Ti rn 


“) WO) |" 723 “yan| 


CE 


因为 特征 要 为 , Ao,…, 和 4 守 不 机 等 ， 所 以 特征 网 量 Le 
fs 是 线性 无 关 的 , 从 而 它们 组 成 的 行列 式 到 (0) 天 0。 出 此 可 
见 , 解 组 (6) 是 一 个 基本 解 组 ， 央 此, 我们 得 到 方程 组 以 ) 的 通 
解 
Y=0r0% Oa Cn ne ®, (7) 
其 中 9 oa …， 64 是 名 个 任意 常数 . 
在 此 必须 指出 ， 当 某 个 特征 根 是 复 的 时 候 , 通 解 《7) 就 是 
复 值 的 ， 为 了 得 到 实 值 解 ,我们 作 如 下 讨论 ， 
由 于 祭 降 4 是 实 系 数 的 ， 所 以 它 如 果 有 复 的 特征 根 ， 那 
必 这 些 特征 根 一 定 是 共 二 地 出 现 的 为 了 讨论 方便 , 设 和 na 与 
hs 是 一 对 共 印 复 根 , 令 
M=atiB, No :oiB (8B8¥0), 
这 里 a 与 6 是 实数 ， 由 (4 可见, 与 为 、 ha 相应 的 特征 内 最 
全 ,fo 也 本 以 使 它们 是 共 轿 的 ， 志 以 可 以 把 ye” 与 fe 各 写 
成 如 下 的 共 斩 形 式 
FO MR) 十 人 0D)， 和 aexz2 一 和 (2 一 证 2)， 
根据 线性 迭 加 原理 ,我们 知道 
I bfo) — F162 — pop 


人 人 一 5 
是 方程 组 ( 巧 的 两 个 解 , 而 且 它 们 是 实 值 的 . 

因此 , 对 于 怒 对 闪 匈 前 特征 报 , 总 可 以 得 到 两 个 线性 无 关 
的 实 信人 和解， 最 后 , 就 这 样 得 到 % 个 实 值 解 , 不 难看 出 , 它们 是 


线 福 无 关 的 。 从 而 可 以 写 出 所 求 的 实 的 通 解 . 


【例题 1】 求解 
和 一 72 吧 --4o+3g， (8) 
我 们 把 (8) 写 成 向量 的 形式 


i 
+ 


代入 方程 (9), 即 得 


dr 1- (BA) ro=0, 
并 得 特征 方程 式 
不 | 
| 和 2 | -22 一 人 一 D=0， 
4 8—N| 


它 的 两 个 特征 根 为 及 一 5, ha- 1. 
对 应 于 和 一 入 一 B， 由 联 立方 程 (J0) 推 出 
TI3 一 于 :2 


令 m4=1 则 四 =2。， 因 此 得 到 一 个 特 包 


2 AN ly 
(2)-( 这 


对 应 于 1=)a>: 一 1 由 联 立 方 释 (10) 推 出 
1913 一 一 ]: 工 


令 71= 则 Ya= 一 工 . 因此 又 得 到 一 个 特 解 


(sr 


从 而 我 们 得 到 所 求 的 通 解 为 
0 
1 一 0 .|e .io, 6 
y/ 2 二 


W010 C00 t, 4 一 20165 一 68 下 


辣 邯 


【例题 2】 求 候 


罕 一 z- 而 Hy. (11) 
A 2)-(* 弃 
4 Ts 
代入 方程 (I1D, 得 
一 入 7 一 Di 一 有 
人 Dy | 1 (12) 
2 一 1A)r,=0, 


“由 此 得 特征 多 项 式 ja+9-0， 从 而 得 特征 根 为 各 = 3 
hg= 一 84. 
对 应 于 % 一 和 一 3， 由 联 立方 程 组 (12) 推 出 
903 一 有 :人工 一 3). 
令 n=5, 则 因 = 人 36)， 于 是 得 到 一 个 复 值 解 


ee 
1 1—36 
-| 5c0s3t HL Bsain81 ) 
cosBf+ B89in8t/ : .\sin8t— 3cos3t) 
对 应 于 入 == 和 a= 一 3， 又 得 到 一 个 共 板 的 解 、 
Xa Beos3t Ssin3: 
( Ya )- | 


由 此 ， 我 们 得 到 通 解 
人 Beos8t ( Bsin 8 
一 (1 十 09 i | ， 
(7) 加 | 


人 
y=C1(C09 Bt+ 3sin 8) 1-0.(gin 8 一 8cog 81), 
第 二 种 情况 ， 有 相 重 的 特征 根 . 


亦 即 


了 


- 设 这 些 特征 根 为 为 , hs,，…, Xe， 它们 的 重 数 分 别 为 让 整 
数 ri， aa， :5 gs 液 里 8<n G1 十 03 十 十 0 二 % 

此 时 可 以 证 明 ( 有 兴趣 的 读者 可 参考 本 节 末 的 附注 )， 对 
下 )y， 可 以 求 得 o 个 线性 无 次 的 解 ， Os 最 形式 


Yi(%) Py; 人 
y=| 6 | -| Emo， (18) 
Yn (2) Ps(®) 

其 中 Py(z)， Pz(z),，…，Pw(z) 是 v 的 次 数 不 超 过 oy 一 1 的 
多 项 式 (j 一 1，2, …, s) ,最 后 ,我们 得 到 % 个 线性 无 关 的 解 ， 
对 于 特征 根 是 复 的 情形 , 可 按 与 第 一 种 情况 相同 的 方法 讨论 ， 
这 里 对 某 些 细节 的 讨论 就 从 略 了 ，. 读者 须要 知道 的 是 ,对 应 
于 每 个 jy 令 (18) 为 与 它 相应 的 解 ,其 中 Piy(2z)，Psa;(w%)，…， 
Puw(z) 是 待定 的 0 一 1 次 多 项 式 ， 然 后 ,把 (13) 代入 微分 方 
程 组 (DD), 再 来 确定 多 项 式 的 系数 ， 因 为 有 0 个 这 种 线性 无 
关 的 解 , 所 以 在 多 项 式 Py(x)，Pay(z),…，Pw(z%) 的 记 有 系 
数 中 应 该 有 0; 个 独立 的 任意 常数 ， 如 果 读 者 对 上 面 一 段 话 
不 其 理解 时 ,可 先 验 算 下 面 的 例子 , 这 会 有 所 帮助 的 ， 

【例题 3】 求解 


ty (14) 
易 知 微分 方程 组 (14) 的 特征 方程 次 : 
0 -0 2)3=0 
| Te 

它 有 二 重 特征 根 和 =2。， 从 而 令 
(i 
22 Wat 二 + Do 


其 中 ,所 ,， gs, 8 是 待定 的 瘦 数 .把 (5) 代 入 (14), 即 得 
| 十 2(c1 沁 二 六) = (gw-+01) ~— (Gat+ 6s), 
0 十 2(aaz 十 Da) 一 (GaY 061) + Ba- bs) 
移 项 化 简 后 , 得 
f(a ta) to 一 1 一 太一 0 
(qt +) 
比较 这 两 个 多 项 式 的 系数 , 即 得 


CQ- 一 Ca 一 0， 
Cd 十 页 十 加 =0， 


一 Ce 十 了 -za 一 0 
这 个 联 立 方程 组 的 第 三 式 实际 上 可 以 从 第 一 式 和 第 二 式 推 
得 .而 从 第 二 式 和 第 三 式 , 只 能 确定 到 


Qs — D1— 6, 


01= ~— bi — bo, ts = 061+ bs, 
其 中 和 妇 和 和 可 是 两 个 尾 意 常数 ， 所 以 由 (15) 得 


四 (人 (人 和 
Ya {014-092+ Os 0107+ Doli+%) 
王 一 少 一 多 
Re 
\ vw T+ 多 
出 此 可 见 ,我 们 所 求 的 通 解 为 


= be”, ye— twee + (+e)e”, 
{例题 各 求解 


Or 
toy -=0, 
Wy 
A Fy—4z VU, (16) 
[ad 


儿 
+ 
多 


代入 方程 组 (16), 得 
(了 十 丸和 一 3 = 一 0， 
| (FA) —4rs=0, (17) 
一 外 十 (4 十 入 ?3 二 0, 
从 而 得 特征 方程 


IT 二 和 一 J 0 
| | 
a 
于 是 得 到 特征 祖 和 一 0 是 一 重 的 ; 和 n= 一 是 二 罩 的 ， 
对 于 入 = 和 一 0， 由 (17) 得 到 
ni—ra—0. 7s—47ra=0, 
从 而 推出 :9173 二 4:4:1， 令 71s=1， 则 =4, 1s 二 4， 所 
以 ,对 应 于 和 =0， 我 们 得 到 一 个 特 解 
2 \ | 
[: 上 4 | (18) 
ca 1 . 
对 于 和 =:h= 一 8,， 由 (17) 得 到 
一 27 一 和 一 0， —27— dra=0. 
只 而 推出 :Ya 二 ;一 2:I， 取 和 =1, 则 ?9= 一 2, rg 一 1. 
因此 ,对 应 于 入 === 一 3, 我 们 得 到 一 个 特 解 


a i 
恩 1 . 


一 8 一 


一 (十 8)2=0. 


至 此 ， 尚 缺 一 个 解 、 对 应 二 重 根 ja= 一 8, 还 有 如 下 形式 的 


解 . 
T mt bt 
| y H Ga 十 Da ” 1 
多 Ga 十 zs 


代 闪 微分 方程 组 (16), 得 
到 一 3fci 十 有 有 十 (十 机 他 一 《gs 十 ee 0, 
| 3(gat bat) -aat Ost} — 4 Dat) =0, 
bs—3(as+bst) — (wt 0 +403+ 0t) = 0, 
化 简 后 ,我们 有 
(—28—62)t-F—201—aa=0, 
上-as ra 
《一 信 十 3 二 Ba 一 十 Ca 一 0 
比较 以 上 三 个 多 项 式 的 系数 ,分 别 得 到 
bi1— 201— 0&=0, —261 一 ba=0, 
本 — 2 — 4Ds=0, (20) 
Ds 一 0 十 gs 一 0， 一 如 十 0 一 0. 
邻 如 一 1, ci 一 0， 则 由 (20) 推 出 
bs= —2, 6s=1, gs=1, gs = ~—1, 
因此 ,我 们 得 到 男 一 个 特 解 


Ts t 
ys |= | 1—2t je (21) 
23 一 工 十 -# 


易 知 (18)、《d9) 和 (人 《21) 的 伏 关 斯 基 行 列 式 在 1=0 的 值 夫 0, 所 
正 它 们 组 成 一 个 基本 解 组 。 因此 , 齐 次 线性 微分 方程 组 (16) 
的 通 解 为 

一 260 一 


十 寺 演 并 


4 1 t 
y |=6 4 |+os 一 2 le tos 1—2t le™. 
多 1 1) 一 荆 十 ? 


了 


最 后 ,我 们 须要 指出 , 即使 当 特 征 根 和 是 重 根 时 , 在 (13) 
式 中 的 多 项 式 Pis(8%)，Pa(w),，…，Pwy(w) 的 最 高 次 数 还 可 能 
是 零 , 好 它们 都 是 常数 ， 例如 本 节 习 题 8.4 第 1 题 (9) 就 是 这 
样 . 至 于 为 什么 会 发 生 这 种 情形 ,下面 的 附注 作出 了 回答 ， 

附注 “我们 要 从 理论 二 来 分 析 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 组 (1) 的 
通 解 的 基本 形式 .为 此 , 作 变 换 

y= Pu, (22) 

其 中 忆 是 非 退 化 的 % 阶 常 系数 方 阵 , u 是 新 的 未 知 函 数 府 量 ， 令 


和 认 (22) 式 代入 微分 方程 组 1) ,得 


du -1 
PiAPu, (23) 


根据 线性 代数 的 理论 , 我 们 可 以 选取 PP, 使 得 P14P 为 约 当 桂 准 形 , 即 


A1 
ee 4 } 
“4 


He 


其 中 宗 准 块 


Nj nny 


% 之 1 一 ]， 2, ee 7%), 91 十 89 十 十 #5 一 7。 如 此 ， 微分 方程 组 (33) 可 
以 分 解 成 mw 个 猪 立 的 小 组 ; 


一 2681 -一 


E (23)1 


dws +1 
a =Agtdn +1 十 Uni+9 


» 


un +3 
dr Aglin 42 tin +3 (23), 
dis tm 


un n+1 
var 一 入 nt -nm+1 + tn 一 n+ 


一 让 一 一 入 mb-n +9 Unen, +3 (237。 


量 


dr™ Xe 
显然 , 对 于 每 一 个 小 组 , 从 最 后 一 式 往 上 倒退 ,可 以 依次 用 初等 积 
分 法 求 得 解 .例如 ,对 于 (23)u 求 得 


nt dm 一 3 
i [a ees DY 

mx 一 2 Ta 一 3 上 
| wa [a 本 = nr + GT -Wr + oil 


刘 血 血 旬 目 直下 和 要 二 和 全 Dd dd bd 


十 十 ou- 十 cn .|e 


ta, 1 = [ot oon 

同一 Co 
其 中 ou ca， …，c; 是 nn 个 任意 常数 ， 因 此 , 对 应 于 约 当 标准 块 41, 方 
程 组 (23) 有 如 下 形式 的 解 : 


di TE", Wa= qe Te 1, Un TO, 
Wr-1=0, "yp 扩 匡 0 
其 中 多 项 式 qu(%)， 42a(2)，…，qm《2?) 的 最 高 次 数 不 高 于 加 一 1， 再 通 
过 变换 (32), 我 们 得 到 微分 方程 组 全 ) 的 如 下 形式 的 解 
人 =p1(0)e, ya—=paT) eT, 1+, Yn = pn Le, 

这 里 加 (W》， PaC%),，…， pn《W) 是 多 项 式 q(T2), 92C2)， py gz 的 一 
些 线性 组 合 ,所 以 它们 也 基 一 些 次 数 不 高 十 二 一 1 的 多 项 式 ， 

类 似 地 可 以 讨论 (23);(j=2,…, mw}。 由 此 可 得 下 述 定理 ; 

定理 设 矩 泗 4 对 应 于 特征 根 入 有 一 约 当 标准 块 为 4;,， 其 阶 数 
为 虽 (7=] 名) 则 对 应 于 有 4 方程 组 (D 
有 下 列 形式 的 解 ; 

P= PuyT), Y= PT oo, YPny lt), (24) 
其 中 多 项 式 Py《z)，pay《T),…, Pnylz) 的 次 数 都 不 高 于 所 一 上， 而 且 它 
们 共 含 % 个 尾 意 常 数 。 这样, 方程 组 (的 通 解 为 

~ pyle)e, y= Spy(n)e, vy y= pe 

注意 1 这 里 为 , 和 ,Ms 不 一 定 互 不 相等 , 因此 包 可 能 小 于 特 
征 根 xy 的 重 数 . 

注意 3 以 上 只 是 一 种 理论 上 的 分 析 , 这 是 因为 在 实践 上 交 找 变换 
矩阵 忆 不 是 一 件 容易 的 事 ， 因此 , 刚才 得 到 的 定理 只 能 作为 前 面 那 种 
代入 求解 法 的 理论 基础 ， 在 用 代入 法 求解 对， 我们 一 般 只 知道 财 征 覃 
和 的 重 数 co, 因此 要 假设 解 (24) 中 的 多 项 式 次 数 不 高 于 oy 一 1。 然 后 再 
把 (34) 代 入 方程 组 (1H), 再 来 确定 它们 的 系数 (除了 oy 个 任意 常数 外 )， 


习 题 8.4 


1， 求 下 列 各 微分 方程 组 的 通 解 : 
(1) =3y 2 起 一 2 一 203; 
(3) i=2—, =~ ya; 
(3) =, = ys; 
(4) =3m 一 2 = 和 1 一 
(6) f=- dys N= yy; 


《6) 全 一 纺 十 的 十 为 ,的 一 2 十 几 一 多 扰 = 一 30 一 5 一 993 忆 
《7)》 H+ dyas WR=3y1 ~ Ya 的 一 2 十 的 一 外 
(8) = 二 yt Ty a Yt ya; 
《9)》 纺 一 3 十 约 ， 起 一 轨 十 姑 ， 的 一 性 十 扫 。 

2. 求解 下 歼 微 分 方程 组 ， 
(1) w= dp yo, To By — G0; 
(2) w= ~ TY ~ ay Ye. 

3* 证 明 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 组 纪 ) 的 任何 解 ， 当 2 一 十 oa 时 , 都 
赵 于 零 的 充 要 条 件 是 ， 它 的 系数 矩 隆 4 的 所 有 特征 根 的 实 部 都 是 
负 的 . ; 


第 五 节 ” 非 齐 次 线性 微分 方程 组 


现在 ,我 们 考虑 非 齐 次 线性 微分 方程 组 
=anv) Yt TI Yt tant) Yn + flr) (1) 
(=1, 2, .…, %), 
或 者 它 的 向 量 形 式 
- 针 一 4020)8 十 Fr)， (2) 
设 系数 鲨 数 矩 阵 4(z) 和 强迫 汕 数 向 量 f(4) 在 区 间 a<w<B8 
上 连续 ， 
我 们 首先 讨论 非 齐 次 微分 方程 组 (2) 和 与 它 对 应 的 齐 次 
微分 方程 组 


y'=A(v)Y (3) 

之 闻 的 关系 ， 
定 还 设 已 知 齐 次 线性 微分 方程 组 (83) 的 一 个 基本 解 组 为 
PiCT), Pal 2), +, pnlt) (4) 


以 及 非 齐 次 线性 微分 方程 组 (2) 的 一 个 特 解 为 由 (2)， 则 微分 
方程 组 (2) 的 通 解 


一 z84 一 


Y=01p1 (0) +0apa C0) + 二 On (2) 十 由 (2) (5) 
包括 (2) 的 一 切 解 . 
【证 明 】 我 们 首先 证 明 公 式 (5) 表示 非 齐 次 线性 微分 方 
程 组 名) 的 解 . 事实 上 , 由 (5) 得 到 
旷 ' 一 06191422) -00gp2 (2) 十 二 De) -pw) 


~ ACL) [oagd(2) + apa CT) 十 二 On) 

+t A(T)P) + Ff2) 
= A(w) [G11 C2) + Capa C2) 1 Onn C2) Ty) +f) 
AY +f(), 


即 由 (四) 式 表 于 的 9 是 方程 组 (2) 的 解 . 
其 次 , 设 终 =to) 为 方程 组 (人 的 任何 一 个 解 , 则 有 
UCw)— A Um) + f(D); 
另外 ， pe) = A PL) 十 Co) 
两 式 相 减 后 , 就 得 
(8) 一 由 ()) = ACT) (WL) 一 由 2))， 
这 就 是 说 ，《&(z) 一 下 (zw)) 是 齐 次 线性 微分 方程 组 (8) 的 一 个 
解 ， 因 此 , 根据 第 三 节 的 一 般 理论 , 推出 
WU (2) 一 风 (2) 一 ca) 十 capa(2) + + npn (2), 
其 中 oa co …, 5 是 个 常数 ， 从 而 
下 人) = O91 (2) + Capal2) + ton CD) + 2). 
这 就 证 明了 公式 (5 表达 了 方程 组 2) 的 一 切 解 ， 相 
由 这 定理 可 知 ,假设 已 知 齐 次 线性 微分 方程 组 (8) 的 一 个 
基本 解 组 (4)， 那 么 非 齐 次 线性 微分 方程 组 (多 的 求解 问题 就 
归结 到 求 它 的 一 个 特 解 。 至 于 如 何 求 这 个 特 解 ， 下 面 介绍 拉 
略 度 则 的 常数 变易 法 . 
因为 ”=61g91(2) 二 Capa lt) 二: 十 On pn(%) 
是 齐 次 方程 组 (3) 的 解 ， 所 以 它 不 可 能 是 非 齐 次 方程 组 (2) 的 
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解 ， 现在 ,我们 仿照 在 第 四 章 中 对 二 阶 线性 微分 方程 式 所 讲 
的 常数 变易 法 , 令 非 齐 次 方程 组 (2) 的 一 个 特 解 为 
Y=0(v) pa(2) Hes) p22) on) pn 2), (6) 
其 中 ex(z), 5a(%),，…， oo) 为 4 个 待定 的 菌 数 ， 把 (6) 式 代 
入 方程 组 (2), 得 
O12) 12) + ov) s(t) + on (ys) p,(2) 
+01(w) gu (2) +o2 0) gaz) + to (2) pnl%) 
=A(w) (ci(2) gw) +0a (2) pal2) 十 … 
+0n(%) quo)) + fz) 
一 Oo) ACs) p(w) 十 (2)4(2)gs(z) 十 … 
+0, 2) Av) paw) + f(r) 
=01(0) 91 (2) +0) ae) + + on (2) (2) +f (0), 
从 而 推出 
Ov) p12) 十 的 (2)9a(2) + to (1) =f (0), 
辣 即 
Ov) gut) + ot) p(s) + “+0,(2) ps) = fu(w), 
01 (1) gai (2) + e2(T2) al) + +0 (w) ano) 了 


Oo) pl) 士 鸣 (z)goa(2) + 0 (0) gon Ce) flo). 
(7) 
这 是 一 个 关于 01(%)，62《z)，…， 04(z) 的 联 立 一 次 方程 组 , 而 
且 它 的 系数 行列 式 就 是 基本 解 组 (4) 的 伏 朗 斯 基 行 列 式 
环 《o) 关 0， 关 此 可 由 (7) 唯 一 地 解 出 
01(%) = Hilw), oa(%) 一 二 ae)，…， of(z) 一 再 s(z)， 
为 了 确定 起 见 , 可 以 取 


oa(o) -| 人 | H,(w)dw, «., 


o(o) =| Hl2)de. 
从 而 由 (6) 式 ,得 到 方程 组 (2) 的 一 个 特 角 
y=(| Hi(s)as)p (0) 


十 (| a ae)dzjpa(z) 十 … 十 (Cf H,(e) da )pn(®) 


【例题 1】 求 微分 方程 组 
角 一 201 一 多? 十 csez， 中 一 针 一 2yg 十 890% (8) 
的 一 个 特 解 ， 
我 们 容易 求 出 与 方程 组 (8) 对 应 的 齐 次 方程 组 的 一 个 基 
本 解 组 为 


( Boosw ) Bsing 
20088+4+sinz) pe 
利用 常数 变易 法 , 令 
办 Boeosz besing 
( ofa ja 人 2 va no to 08% 二 +28inw } 
代入 方程 组 (8), 就 有 
人 (%) cog% +Bos(w)gine 一 090%w， 
oi(2) (2008w + Bng)++ 62 一 os 小 38Sinoy = ge0%, 
由 此 可 以 解 出 
人 t 夫 vw 一 2)， 
02 (©) = 二 (2otgo—4). 
取 不 定 积分 (省 略 积分 常数 ), 即 得 
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Cifr] = 于 (Gogisinz| 一 51og|ecosz| 一 22)， 


ca(z) = 地 (2log| sin oj -4%). 
因此 ,我 们 得 到 方程 组 (8) 的 一 个 特 解 


yi= (log|sinw| —6 log|coss| —22)cosw 


十 (31logjsinz| — 42)sinw, 


1., | . 则 
y= (log |sinz| 一 喇 10g1coge| 一 27) (2 cogw-t sin%) 


+ 言 C2loglsinz| 4s) (~ coge+2aing). 


请 读者 写 出 方程 组 (8) 的 通 解 . 
与 第 四 章 的 非 齐 次 二 阶 线性 微分 方程 式 的 情况 相 类 似 ， 
对 于 某 些 非 齐 次 的 线性 微分 方程 组 , 用 代入 法 求 特 解 , 可 能 比 
用 常数 变易 法 更 简捷 . 
【例题 2] 求 方程 组 
吕 ~ —y—pgin ot, YW wp conct (9) 
的 一 个 特 解 (这 里 zp 利 必 剖 是正 的 常数 , 而且 w 关 1)， 
现在 ,我 们 用 代入 法 求解 ， 令 
v=asin wit Boowt, y=Yginwtté oo0s et, 
其 中 必 By 8 是 待定 常数 ， 代 入 方程 (9) ,得 
和 
(yo 一 后 一 多 着 0s wt (—éw—a)sinot=0. 
出 此 推出 
人 mid 
dw 二 oa=0; -Bey=—). 
因为 wl1, 所 以 由 第 一 组 推出 a=0, 8 一 0， 再 由 第 二 组 解 出 
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这 样 ,就 得 到 方程 组 (9) ey 
= 一 二 CoS wt, y= 人 sinot, 
注意 , 当 @=l 时 ,就 发 生 共振 ， 此 时 ,未 该 令 
v=-ti(@sint+Boost), y=t(ysint6008);, 
代入 方程 组 (9)， 就 可 确定 一 一 多 B=0, Y=0, 6 一 2. 从 而 
得 本 夯实 风 二 个 特 测 为 
一 —p'isint, y=p"to08t, 


最 后 , 我 们 顺便 指出 , 对 于 某 些 i 
也 可 以 用 拉 氏 变换 求解 . 


习 题 8.5 


工 ， 甩 常数 变易 法 求解 ， 
DD f= yy 
(23) f=2— Yo, Y= 2+ ost (0O<r<m)s 
(8) Ys, WB=y1— 2yy—es (0) =1, ys0) =1, 
2. 用 代入 求解 
人) 狗 关 让 十 儿 填 262， 坊 一 和 1 干 切 一 6 
{2) 玉 一 2011 一 32 一 Sin27， 的 = 纹 一 20 十 式 
3. 用 拉 氏 变换 求解 : 
《了 太一 丙 十 bg = dy yy; 10) =0, ga(0) =1; 
(2) A= 2 te yy ya 2re0" (OD)=1, yg.0)=0; 
(8) a yt0) =0, (0) =1, 
WV—24+ y=0, y(0)=0. 
4. 设 旨 一 WO 和 和 直 一 4) 分别 为 方程 组 
y=AL)Y+fT) 和 Y=AC(TNYtg) 
的 解 , 则 多 一 xz4z) 二 9) 为 方程 组 


旷 一 442)8 二 812) 十 9(2) 
的 解 ，. 


第 八 章 小 结 


能够 把 高 阶 徽 分 方程 化 成 一 阶 微分 方程 组 . 

- 能 够 信 述 并 应 用 一 阶 微分 方程 组 的 初 值 问题 解 的 存在 和 
唯一 性 定理 ; 特别 是 对 于 一 阶 线性 微分 方程 组 ， 

， 通过 一 些 例 题 和 习题 ,掌握 用 消去 法 求解 的 基本 过 程 ， 

.对 于 齐 次 线性 微分 方程 组 , 要 掌握 太 吉 原理 、 解 组 的 线 件 
相关 和 线性 无 关 的 充 要 条 件 、 伏 朗 斯 基 行 列 式 、 基 本 解 
组 、 通 解 和 刘 维 尔 公式 等 . 

, 对 于 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 组 ， 应 该 能 够 按照 特征 根 
的 重 数 来 假设 所 求解 的 形式 (主要 是 明确 其 中 多 项 式 可 
能 出 现 的 最 高 次 数 和 任意 常数 的 个 数 )。 对 于 特征 根 是 
复 值 的 情况 ,能 够 从 复 值 解 得 出 实 值 解 . 

.对 于 非 齐 次 线性 微分 方程 组 ， 能 够 应 用 常数 变易 法 求 特 
解 ; 对 于 某 些 特 珠 的 方程 组 ,能够 应 用 代入 法 ， 
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一 一 一 生 一 一 
第 一 积分 与 一 阶 偏 微分 方程 式 


对 于 某 些 简单 的 微分 方程 组 ， 有 时 可 以 用 初等 积分 法 求 
它 的 “第 一 积分 ”, 在 本 章 的 第 一 节 中 , 我 们 先 绚 举 若 于 这 样 的 
例题 ,使 读者 可 由 此 学 到 一 些 求解 微分 方程 组 的 技巧 ,并 增加 
对 “第 一 积分 ”的 感性 认识 ， 在 第 二 节 和 第 三 节 中 , 讨论 一 般 
微分 方程 组 的 “第 一 积分 "理论 ， 最 后 , 湛 便 讨论 一 下 一 阶 所 
线性 偏 微 分 方程 式 的 -~ 些 解 法 . 


第 -- 节 一 些 例 是 


本 节 中 ， 列 举 一 些 求 微分 方程 组 的 -第 一 积分 的 例题 ， 
【例题 1】 求解 被 分 方程 组 


怪 = ytw(w + 1), (1) 
[各 = wiY(e + 1). (2) 


忽 们 有 条 0) 式 , 吾 用 节 ( 式 ,类 后 相 如 ,得 
5 P+-), 
亦 好 


gt) = t+ -1), 


dn 二) 
CT TC nt 
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对 上 式 左 端 利用 部 分 分 式 ,得 


dost) ae) 2a 
WH to 


出 此 进行 积分 , 就 得 到 一 个 “第 一 积分 ” 


1 (+ 1)— 1 + )— a 


放生 二 下 下 二 
i 一 二 -ss 一 i 
2 十 她 
其 次 ， 用 y 乘 (起 式 减 去 用 6 条 ( 罗 式 ， 
y 
或 
vA — yd ee 
22 十 芭 » 
如 
y 
Re g 
7 5 一 
ts) 


由 此 积分 ,又 得 到 另 一 个 “第 一 积分 ” 


aro 志 芯 一 i 一 Ca， 


(4) 


最 后 ， 利用 “第 一 积分 ”(3) 和 (内 得 到 通 解 a- Gli; 01 09)， 
yg 由 (5 6， 63)。 不过, 根据 (3) 和 (分 的 形式 , 采用 极 坐 标 


一 MW 入, 9~are 志 妆 是 很 方 价 的 . 对 这 个 例子 就 不 
再 往 下 深究 了 ， 网 为 我 们 在 注 时 的 目的 月 时 它 的 “第 一 积 


分” 
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[例题 9] 求解 微分 方程 级 


tr: 4 (B- We 
- jdm 


9 3 re =- (弘一 pm 


其 中 a>>B8>>y>0 是 给 定 的 常数 . 
分 别 用 2, 中 乘 方程 组 (5) 中 的 三 区 关机 加 |， 即 得 


从 而 我 们 得 到 方 程 组 (5) 的 一 个 "第 一 积分 ” 
By :ii (0 
再 分 别 用 ol, 5 YW 习 . 全) 中 的 三 式 并 相 加 ， 则 得 
eu + Bow 全 二 yw 0 


从 而 我 们 又 得 到 方程 组 人) 的 另 一 个 “第 一 一 积分 . 

1 orp Bw + y= C2. 0) 
利用 "第 一 积分 “(6) 和 (7), 解 出 名 和 %， 人 

即 得 


机 CRT BD, J 


di 
其 中 4 2 二 验 >0 了- -> 而 。 和 是 与 .和 
09 a 0 因此 
人 | 2 a 
VC Bto) 7 I 
例题 3] “求解 Be . 
GD: 将 =z, 人 一 pi By, (9) 


我 们 可 以 把 这 微分 方程 组 改写 成 如 下 形式 中 
dr o_o i 

(2—9)” % gy 10) 

方程 组 (9) 各 (10) 当 然 是 等 价 的 . 不 过 , 方程 组 (40) 不 像 方 程 
组 (9) 那 样 专门 指定 % 为 自 变 景 ; 在 方程 组 (10) 中 , 我 们 可 以 
在 sz, 和 ?之 中 任 选 一 个 作为 白 变 量 ， 在 这 个 意义 下 , 通常 


称 (10) 的 那 种 形式 为 对 称 的 形式 ， 
方程 组 (10) 的 第 二 个 等 号 给 出 
yay—zdz=0 
因此 我 们 得 到 一 个 “第 一 积分 ” 
0 (1 
再 把 440) 的 最 后 两 式 按 分 子 与 分 母 分 别 相 碱 , 则 排出 
dv _ oy 
(SY yz 
即 22 二 (人 一 的 QG02 一 办 一 0 
由 此 我 们 得 到 另 一 个 “第 一 积分 ” | 
282+ (2—1)? = 0s. (12} 
不 难看 出 ; 由 二 面 求 得 的 两 个 “第 一 积分 (11) 和 (12)， 可 得 广 
程 组 (9) 的 通 解 . 
【例题 4] 求解 
2 i 
型 1 于 -太守 18 
我 们 把 方程 组 (18) 写 成 
wa dy 
克 -a-- 宪 ，- 放 -一 本 (4 


把 方程 组 (14) 中 的 两 个 式 子 左右 分 别 相 蓝 ,再 消去 04w， 即 得 


0 _0 
Yt 和 “ 
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由 中 我 们 得 到 一 个 “第 一 积分 ” 
(4 一 鸭 2 一 0 (15) 
为 了 继续 对 (13) 进 行 积分 , 由 {15) 得 到 
(Y—%) = 68, 
代入 (18) 的 第 二 式 , 好 得 


do 0 
多 


出 此 ,我 们 用 积分 得 到 
W . lop%= 到 十 log 6， 


鲁 人 
因此 ,我 们 得 到 微分 方程 组 (13) 的 另 一 个 “第 一 积分 ” 
er C6) 
再 由 世相 和 (16), 即 得 方程 组 (13) 的 通 解 . 
最 后 ， 我 们 通过 求 第 -一 积分 "来 解决 在 第 八 章 第 一 攻 中 


列 出 的 那个 二 体 问 题 . 
【例题 5] 求解 二 体 问题 的 运动 方程 
> C7) 
ypuy (et te) 0, (18) 
YX (3 yr) 0. (19) 
用 : 苹 (18) 式 ,同时 几 y 弱 (19) 式 ,然后 相 减 ,得 到 
骤 一 雹 一 0， 
因为 坊 一 霄 六 -人 (名 一 翅 ), 所 以 我 们 得 到 一 个 “第 一 积分 ” 
好 一 地 一 4 (20) 


其 中 4 是 一 个 常数 ， 用 类 似 的 方法 得 到 另外 两 个 第 一 积 
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从: 一 一 (21) 
0 (9) 

这 里 B, CO 也 是 积分 常数 ， 以 下 展 定 C>0。 
用 zz 和 .wy 和 “分 别 乘 (20)、 21) 和 (22)7 然 后 相 加 , 厌 得 .: 
Av+ By+Os=0. (23) 
这 就 是 说 ， 行 星 卫 在 任何 时 刻 t 的 位 置 保 标 4= »(), Y= 
y( 人 ,zz( 妨 满足 平面 方 入 (23)， 因此, 忆 的 轨道 是 一 平面 
有 曲线， 这样, 由 于 已 设 0>0, 不 炉 设 z=0, 即行 星 卫 在 (%, 9) 

平面 上 运动 .而 县 出 (17) 和 (18) 推 出 


(zr yy) th tyy) (g++y) =0, 


或 (2 十 的) 一 27 -5 (2 十 及) 0. 
所 以 我 们 又 得 到 一 个 “第 一 积分 ” 
tt ED, (2% 
应 用 极 举 标 变换 2 一 ?cos9, y 一 ?sinb， 则 《34) 可 写成 
DD C25) 
而 (22) 本 写成 - ; 
人 (26) 
我 人 由 (DG 不 
过 -去 宇 -7 
四 
2 


一 - 27 一 


a mi A 下 
众 而 站 
O0008 | 7 =0—. 
5 和 EVD 人 (各 
出 本 可 以 解 出 
《7 
人 


om 


| A 由 平面 解析 几何 学 
知道 ,这 二 道 是 一 条 二 次 直线， ee 


SY D+() D+( 
当 。<1 时 ,轨道 为 ~ 本 0 
et 锁 道 为 一 双 内 线 ， 
习 题 9.1 


求 下 列 各 微分 方程 组 的 "第 一 积分 "(或 通 解 )， 
] ar 动 忆 ge 


dx dy ds 
"WD yy (TE 
EE RR Gz 
{LLY LTD 2 一 9 十 2 十 2 


4 了 -ay 大 、z-g， 开 -sg 


dt at’ df wt’” tt 


第 二 节 ”第 一 积 OE 


，， 设 外 阶 微分 方程 组 es 
Me, yy Ysa, ns yn) = 3, Uy ») (1) 
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的 右 端 画 数 都 在 某 个 % 十 I 维 的 区 域 乡 内 连续 ， 且 诊 连 续 的 
一 阶 僻 导数 ， | 
定义 设 隐 数 六 Cs 级 , 人) 不 是 常数 ， 且 对 到 


加， 史 ，… 匆 有 连续 的 一 阶 人 导数， 车 沿 着 微分 方程 组 (了 
的 任 一 积分 曲线 


{1 MT), Yaa), Yen) 

上 , 闲 数 下 (oo …， 殷 ) 取 常 值 ; 亦 妈 在 上 ,有 
| Vg, ys CT 2) 
(常数 C 与 工 有 关 ), 唱 称 (2) 法 微分 方程 组 (DD 的 一个 第 一 积 
分 ， 

显然 , 这 个 定义 是 上 节 所 举 “ 第 一 积分 的 一 般 化 说 法 ， 而 
且 我 们 看 到 , 除非 求 得 微分 方程 组 (1 了) 的 所 有 的 解 ， 实际 上 是 
很 难 根据 这 个 定义 来 判断 (2) 是 否 为 方程 组 (1) 的 第 一 积分 ， 
下 而 的 定理 帮助 我 们 克服 了 这 个 困难 ， 

定理 1 设 函 数 钾 (wi Ya,…'， 久 ) 不 是 常数 ， 且 对 my 
dg 加， go 是 连续 可 微 的 ， 则 


Gy, Yi Ya, **') 如) 一 他 (3) 

古 第 分 方程 组 (了 的 一 个 第 一 积分 的 充 要 条 件 为 
69, BD pp ; 
7 I Pt +1 6 ,0 (4) 


大 关于 四 90， oa， 的 一 个 人 恒等式. 
【证 明 】 先 证 必要 性 :， 设 (3) 是 微分 方程 钳 (了 的 一 个 第 
一 积分 , 而 县 设 任 给 微分 方程 组 (办 的 一 条 积分 曲线 ,， 内 = 
入 (2)， 一 (2) 一 Yn(2), 划 由 第 一 积分 的 定义 ,有 
Bs, ge), yalt), Yk0)) = 数 , (5) 
这 是 关于 4 的 一 个 恒等式 ， 所 以 对 2 微分 此 恒等式 ,就 有 


2 . BF op 7 = i 
A (二 -入 这 的 (上 + 0 (0 


或 在 研 上 有 人 等 
8 6B 836 OB 六、 
Do ' Ba Ey, —— P=0, (7) 


由 于 在 区 域 多 内 的 任 一 点 都 有 方程 组 (DD) 的 一 条 积分 曲线 通 

过 ,因此 最 后 这 个 恒等式 (7) 也 在 号 内 成 立 , 即 恒等式 多 成 

六 . . 

”证明 充分 性 ， 设 己 等 式 (4 成立， 特别 它 在 积分 曲线 工 
上 也 成 立即 (7) 成立 , 从 而 (6) 成 立 ;因此 

-二 (cy g1 (0), yatw), 7 ha(w)) 0. 


由 此 式 取 积分 , 推出 恒 ) 成 立 。 因为 卫 是 方程 组 ( 防 的 任 一 积 
分 曲线 ,所 以 由 定义 可 见 ， (3) 十 微分 方程 组 (也 的 一 个 第 一 积 
分 ,定理 1 得 证 . 1 

我 们 在 第 四 章 的 第 一 节 中 也 讲 过 二 - 阶 复 分 方 程式 的 “第 
一 各 分”， 实 际 上 上 它 可 以 统一 在 本 节 的 党 一 积分 的 范畴 内 、 这 
里 只 须要 对 郊 阶 微分 方程 式 

"=f Y, Y, ', oo) (8) 

的 第 一 可 分 作 如 下 的 说 明 ; 了 

今 急 一 男 扩 = 风 微 分 方程 式 () 等 价 
于 微分 方程 组 


fa 


Y1 = Yo, 
镶 一 ， 
a (9) 
J > Yn, | 
th =f(%, Yi, Ys, 1n) 
邵 果 人 
V (%, Yi Yay *'y Yn) = ' (10) 
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是 微分 方程 组 (分 的 一 个 第 一 积分 ,那么 我 们 就 叫 

Vis, Y， y', "ys /ed =C | (11) 
为 微分 方程 式 (8) 的 一 个 第 一 积分 。 因 为 由 定理 二 知道 , (10) 
是 方程 组 (9) 的 第 一 积分 的 充 要 条 件 为 
B+ + 部 wt + 对 ro 
所 以 (11) 是 方程 式 (8) 的 第 一 积分 的 充 要 条 作为 


人 pe 
Br oY OY ee 


根据 这 个 说 明 , 也 可 验证 


; 雪 m( 最 ) Av =0 (18) 
是 微分 方程 式 i 
) me thy=0. 9 


yh 积分 . 事实 上 上 , 这 里 


了 7 一 本 和 二 本 mm 人 (22 二 i 


从 而 


or 了 玫 
玄 十 3 f= =boimi( -二 sj=0 


即 恒等式 (12) 成 立 ， 

我 们 在 第 四 章 的 第 一 节 中 曾经 利用 第 一 积分 (1) 解决 
二 阶 微分 方程 式 (14) 的 求解 问题 ,而且 在 本 章 第 一 节 还 列举 
了 许多 这 样 的 例子 .一 般 而 言 ,用 第 一 积分 可 以 消去 某 些 未 知 
函数 (或 降低 原 方程 的 阶 ), 这 对 于 求解 问题 是 很 重要 的 . 

定理 2 洲 已 知 微 分 方程 组 (了 的 一 个 第 一 积分 (2),， 则 
可 把 含 ” 个 未 知 函 数 的 一 阶 微分 方程 组 (了 们 降低 到 一 个 会 
% 一 土 个 未 知 光 数 的 一 阶 被 分 方程 组 ( 即 消去 一 个 未 知 落 数 )， 

【证 明 】 由 第 一 积分 的 定义 推出 ， 
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0 
On Es Bon 


不 能 都 恒 等 于 专 ， 不 妨 设 0 因此 可 以 由 (2) 解 出 


加 一 2 Yi, “''， Yn C)， se (15) 
而 且 由 隐 函 数 的 微分 公式 ， 有 - 
om 0 /oF Bw __ 已 op 


a TT OT 


Or Ox/ Oy 2 By By (16) 
Ea (=1, nl), 
把 (15) 代 入 方程 组 (T) 的 前 n 一 1 等 式 , 就 消去 了 如 ， 从 而 得 
到 一 个 会 n 一 个 未 知 浙 数 的 微分 方程 组 
Fibs, ga Yes Um, Ws Yo 0) (1) 
en 
假设 求 得 方程 组 (17) 的 一 个 解 为 
Yi = Pi(%), 加 入 -一 oo 
我 们 要 证 ; . 函数 组 x 
1 一 1 (2)， 5) 
Yn=u(s, Py), …-， Pn-1(2); O) 
是 微分 方程 组 (全 的 解 ， 0 
由 于 (区 ) 成 立 ， 所 以 我 们 只 要 证 明 散 数组 (18) 满 足 方程 
组 (四 的 最 后 一 个 等 式 就 行 了 。 事 实 上 , 由 于 
se (十 一 十 区 内 
oz Du ba 
其 中 4 一 一 外 (2 ey ee 0O), 理 利 用 (16) 与 第 一 各 


分 的 充 要 条 件 -5 十 -50 本 二 - 二 0, 就 有 


《18) 


A 1n 一 1 
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UW or Ov _ 
i ( Gr A 十， 二 By Bra) Er {ns 


这 如 是 我 们 所 需要 的 结果 . 上 

定理 8 没 已 知 微 分 方程 组 导购 呈 个 独立 的 第 一 积分 

Vi(g, gy, Ye =O (t=1, ,1), (19) 

《这 里 独立 的 含义 是 赣 可 比 行列 式 到 (7 Fw/ DC 5 
如 ) 不 等 于 零 ), 则 由 《办 解 出 的 含 %% 个 任意 常数 的 函数 组 

Yi = Pits 01 7, Cn) 7 Yn rT C1 *', 0a) (20) 
是 微分 方程 组 以) 的 解 (通常 , 称 (20) 为 方程 组 (1) 的 通 解 ). 

【证 明 】 我 们 把 (2 代入 (19)， 妈 得 恒等式 、 然后 再 对 
多 求 导数 ,就 有 


0 ib 1 0) (21) 


其 中 入 由 《20) 确定， 
另 一 方面 ,由 第 一 恨 分 的 充 要 条 件 


8 
本 ee F pr A 0 \2 14， ，%) (22) 


立 ， | . 
。 最 后 ,我 们 接 相 辐 的 6 把 (3) 式 与 (22) 式 相 泪 ,就 有 


OPV, Ee i oa, | 去 2 二 mr 
人 五 1 上 可 Fo)=D (一 


由 于 这 联 立 方程 组 的 系数 行列 式 就 是 雅 可 比 行列 式 
DIV, , V.,) 
Dlgi, ***, Yn) 
所 以 推出 网 一 天 = 和 Pr 一 了 ,一 0。 这 就 证 明了 (20) 是 微 
分 方程 组 (1) 的 解 、} 
这 里 我 们 顺便 指出 , 因为 由 (19) 和 (20), 有 
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*0, 


O's Om OF Opn 8 (4 jl, ... 
Pr 1 大 2 1 (3, 3 二 ; 12)) 


Dlgi, , on) f DVs, 1 VV, 
下 面 叙述 定理 3 的 闭 定 理 , 再 把 它 的 证 明 留 给 读者 . 
定理 笃 设 郴 数组 
= pas 0 On), 0, Y= pny 0 O04) (28) 
契 微 分 方程 组 (了 DD 的 通 解 , 亦 即 雅 可 比 行 列 式 


Dlm:, ,Pn) 
也 (on 六 交 Cn) Es 


则 和 (23) 可 以 解 出 微分 方程 组 (1) 的 m 个 独立 的 第 一 积 
分 . 
Vlw%, Yiy **"y Ys) = 0, (t=1, 1), 
由 定理 3 和 定型 4 可 见 , 求 微 分 方程 组 (或 阶 微 分 方程 
式 ) 的 通 解 等 价 于 求 它 的 个 独立 的 第 一 积 分。 


习 题 9.2* 


工 证 扔 定理 和 
站 。， 设 已 知 微分 方程 组 5) 的 关 个 兹 一 加 分 
Vr, Ys Yn 一 人 人 一 ]， EK TS) 
是 独立 的 , 即 乱 阵 


A PL OF1 
/ A Ga Oyn 
Os BW . Os 
Oy Bo Oyn 
az， av, aV, 
Oy1 Oy 2 Cys 


的 秩 等 于 亦 即 这 婚 阵 有 一 个 不 等 于 有 的 二 阶 行 列 式 ,例如 , 设 


DOP Vi gg 
De “oy RN 
则 剩 用 这 个 独立 的 第 一 积分 本 以 从 方程 组 1) 消去 天 个 未 向 阔 
数 ,而 化 成 一 个 含 n 一 个 未 知 苑 数 的 一 阶 微分 方程 组 . 

3. 设 瑟 () 本 一 61 VW to) 一 ce 是 微分 方程 
组 各) 的 到 个 第 一 积分 ,并 且 恕 (4 …> 5) 是 不 等 于 常数 的 连续 可 
微 函 数 , 则 
于 [了 人 ye os Yr) Vols Ys YJ=O 
也 是 微分 方程 组 (四 的 一 个 第 一 积分 。 


第 三 节 ”第 一 积分 的 个 数 


设 微分 方程 组 。 
= Pt, Yi Ys) (i=1, 和 (4) 
其 中 函数 所 ,，…, 在 区 域 乡 上 是 连续 可 微 的 . 

在 实践 上 要 找 出 方程 组 (1) 的 个 独立 的 第 一 积分 是 不 
容易 的 , 可 是 在 理论 上 证 明 方 程 组 (存在 丈 个 独立 的 第 一 积 
分 倒 并 不 困难 . 

定理 1 微分 方程 组 (有 % 个 独立 的 第 一 积分 . 

[证明 】 任 给 初 值 

YWo) = D1 7, Yn (to) — On, (2) 
其 中 (oo, 01,，…, 0) 多， 则 由 解 的 存在 定理 推出 , 初 值 问题 
(1) 十 2) 有 且 只 有 一 个 解 
妇 一 (vs 01, ”3 05), 7 Ys nD C1 »o, 0n)， (38) 
而 且 它 关于 初 值 cy …, 0, 是 连续 可 微 的 (参看 第 三 章 中 关 
于 解 对 初 值 的 连续 可 微 性 定理 )， 由 于 gr(wos cl 0n) 一 
01 =I，…; P89), 所 以 有 
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oe 
Dlen, 2 Yn) 一 
由 此 可 见 , (3) 是 微分 方程 组 (1) 的 通 解 。 因 此 , 由 上 一 节 的 定 
理 4 就 推出 我 们 所 省 要 的 结论 3 
定理 2 微分 方程 组 (T) 最 多 只 用 个 独立 的 第 一 积分 ， 
【证 明 】 假设 微分 方程 组 (1 有 "+1 个 第 一 积分 
Vilw, Yi *"'y Yn) 一 4 (而 ” 名 十 十 ) 。 
由 第 一 积分 的 充 要 条 件 , 有 
OV OV, 4 十 … oF 
or 2 Oyn 


f=0 (%=1, "", n 十 1)， 


(4) 
因此 ,我 们 可 以 把 1 Fi,，…, 看 作 代数 联 立方 程 组 (多 的 
一 个 非 零 解 , 从 而 联 立 方程 组 (4) 的 系数 行列 式 必须 等 于 零 ， 
这 样 一 来 , 就 推出 雅 可 比 行列 式 
DVy PP Pen0 
D(z, yi, ~ Yn) 
这 就 是 说 ， 微 分 方程 组 (1) 的 任何 % 十 个 第 一 积分 都 是 高 数 
相关 的 ， 定 理 2 证 完 . 3 
定理 8 已 知 微分 方程 组 (的 ww 个 独立 的 第 一 积分 为 
Vw, gi i) YO) =O (一 二 (5) 
又 设 To Wi Yn) 二 0 是 方程 组 (1) 的 任意 一 个 第 一 积 
分 , 则 通 数 加 可 以 家 成 访 ，,，…, ,的 复合 函数 , 层 
Ul%, Yi *"°, Yn) 
=B[IV (ys, yi ee, Yo), 2 Yi Yn) 
亦 即 第 一 积分 (2, i，…， 扩 ) 二 0 可 用 %* 个 独立 的 第 一 积 
分 (5) 来 表达 ; 
BEV oa, Ya) rE, Yr 7 Yo) = 
【证 明 】 因为 (是 nn 个 独立 的 第 一 积分 , 邯 雅 可 比 行 列 式 
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= 了 (3 加 VW) #0， 


Da, ”7 ye) 
所 雇 由 多 =- Vs 《2 2 Yr) (2 = = 1， ny 2) 可 解 出 有 反 函 数组 
= Yel, V1, **, V1) (4 一 1 2), . (6) 


再 用 (6) 代 入 函数 避 (>， 4 *"', ya) 且 令 
Bl, Ps, VF)=U(s, gh, 3 gs) 
0 5 与 2 无 关 就 行 了 。 事实 上 有 


28 _2U Oy | a -2U Gyn 

er ox de “By, ar 
20, Ds Yo) PP ee Vo) 
J lax De 1 Hy Dw, Ys ,Wy) 


20 ._ DV Vo) ] 
ne yy, Dray, > Yr ») 
本 1 Dw, a } ds ~ F) 


J Dr 咯 ， Yr) 
由 定理 2 推出 上 式 最 后 的 雅 可 比 行列 式 恒 等 于 零 , 因此 -了 
=s0， 从 而 De, 1， "oy 区 与 2 无关 , 令 
DBE, 全 FF,] 一 更 (y， Vs, ”3 Vy, 
因此 有 Us, V1, es yn) = BE, Sy Vs], 
定理 得 证 、] 


第 四 节 ”一 阶 线性 齐 次 偏 微分 方程 式 


常 徽 分 方程 组 的 第 一 积分 不 仅 对 求解 常 徽 分 方程 本 身 有 
草 要 意义 ， 而 且 对 求解 一 阶 仿 微 分 方程 式 也 有 特殊 的 作用 ， 
通常 在 常 微 分 方程 的 教程 里 也 讲 一 点 一 阶 偏 微分 方程 式 的 求 
解 问题 ， 其 主要 原因 是 它 与 求 第 一 积分 的 问题 密切 相关 .我 
和 已 经 看 到 第 一 积分 的 充 要 条 件 本 身 就 是 一 个 一 阶 的 偏 微 分 
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方程 式 [ 史 第 二 节 中 的 和约 式 ]. 
现在 ,我 们 来 考察 一 阶 线性 齐 次 俩 微分 方程 式 


As(m, CR 由 


其 中 41,…,4, 是 自 变 量 和 4,…, zn 的 已 知 务 数 , 而 且 假 定 它们 
在 区 域 全 内 有 连续 的 偏 导 数 .又 设 41,…, 4 不 全 为 零 ， 
在 方程 (了 D 中, % 是 未 知 函 数 . 

对 应 于 偏 微分 方程 式 ( 世 , 我 们 号 出 一 个 对 称 形状 的 常 微 
分 方程 组 


tt i Uy Pe or 2 
和 Pe 2) 


我 们 称 (2) 为 (D 的 符 征 方程 ， 求 解 偏 微分 方程 式 (1) 的 问题 
与 特征 方程 (2) 有 何 关系 呢 ? 请 看 下 述 定理 . 
定理 - 设 已 知 特征 方程 (2) 的 % 一 1 个 独立 的 第 一 积分 
hrs CC (3) 
出 一 阶 仿 微分 方程 (1 的 通 解 
= (wz, mes Ln), | pi, "yg zn) ] (4) 
包括 了 它 的 -- 切 解 , 这 里 甸 是 任意 连续 可 微 的 浅 数 ， (注音 ， 
常 征 分 方程 组 (2) 须 要 有 一 个 自 变量 ， 所 以 它 共 有 % 一 1 个 未 
知 沙 数 . 因此 , 它 有 并 上 昌 只 有 % 一 个 独立 的 第 一 积分 ,》 
【证 明 】 ee 


S14 统一 上 0 了 Un 
习 4 公 6 ， 所 2 
由 于 (3) 是 方程 组 (2) 或 方程 8 
= 二 。…，% 一 由 设 机 人 0) 


1 
ee 


27 一 


的 第 一 积分 ,因此 , 由 第 “积分 的 完 要 条 件 


of 十 Of 本 -i Oh 41 一 心 
Bw, 0 过 2Dx 1 一 卫 A, 


推出 


4 5 1 D), (6) 


从 而 由 (5) 得 知 (和) 是 偏 微分 方程 式 (1) 的 解 ， 

以 下 权证, (49 包括 偏 微 分 方程 式 (4) 的 - - 切 解 . 

设 % 一 Wo 20) 是 人 蕊 的 任何 一 个 解 . 若 这 是 一 个 党 
数 解 ， 显 然 它 可 以 表 成 ( 约 的 形式 ， 即 上 只 要 取 多 是 该 常数 就 
行 ; 车 % 不 是 常数 解 , 则 由 第 一 积分 的 充 要 条 件 以 及 偏 微 分 方 
程式 (1 可 见 

ww,» Wn) =O 
是 方程 组 (2 的 一 个 第 -- 积 分 。 因 此 , 由 上 节 定 理 8 推出 ,项 
数 名 可 以 表 成 蜗 ，…, 灿 -4 的 复合 函数 
w= Dolpa po 
即 偏 微分 方程 (了 的 任何 解 尺 都 可 表达 成 (4 的 形式 ， 
【例题 1】 求解 一 阶 偏 微 分 方程 


y 殉 - 4 巡 =0. mn 
(7) 的 特征 方程 为 
dr _ Wy 
ys" 
它 只 有 一 个 独立 的 第 一 积分 
w=, 
由 此 我 们 得 到 偏向 分 方 程 (7) 的 通 解 为 
:一 全 (22 十 的 )， (8) 


其 中 他 是 任意 连续 可 微 的 函数 ， 注 意 , (8) 式 表示 旋转 曲面 ， 
一 2 第 8 一 - 


如 果 对 偏 微分 方程 (7) 再 如 初始 条 件 


% |。-0= CO8Y, (9) 
把 (9) 代 入 (8), 出 得 到 

BY) 一 cos 4 
从 而 确定 Bu) 一 cog VY, 


所 以 我 们 得 到 初 值 问题 (7) +- (9) 的 解 为 z=cos vVZ 十 9 ， 
【例题 2] 求解 初 值 问题 


[ee* VI 5 0 (10) 
当 8 一 1 时 , f 一 y 一 z. (11) 
:入 天 入 要 分 方程 6 的 特征 方 和 
Ug : 
关 - “wy 


曲 交 它 有 而 不 杠 立 的 第 一 可 分、 
wz 一 V3=o V3y 一 2 一 0 
因此 ,我 们 得 到 方程 (10) 的 通 解 为 
f=B(Vo -Vy, Vy—~vz). (12) 
由 初始 条 件 (11) 得 到 
BMVYy, VY—NM?)=Yy~—?, (18) 
Sl-MY=-8 VYy~V?=n, 则 
y= (1—E), z=(1-é€—m”, 
因此 ,由 (13) 推 出 
TE, =I —(1-é—D)’=n(2— _2¢- —7). (14; 
从 而 由 (12) 和 (14), 我们 得 到 所 求 初 值 问 题 的 逢 为 
f=(VYy—V?)-2 VY + 
【例题 3] 试 求 偏 微分 方程 式 


Wu On 
ee 十 … 十 几 n 一 二 一 Pr =0 i (186; 


的 通 解 . 本 
首先 写 出 话 微 分 方程 式 (15) 的 特征 方程 


Cl ta ,Mn 
2 Vs i 
和 容易 求 出 它 的 % 一 1 个 独 江 的 第 一 积分 为 
a Oo， 
1 4 1 
因 市 篇 微分 方 沪 式 (16) 的 遂 解 为 
-和 (和 i 
5 网 工 2 Vi # . 1 ): - (16) 


其 中 下 是 任 意 的 连续 可 微 函 数 ， 

由 址 达 式 (16) 易 知 ， 储 微分 方程 (15) 前 一 切 解 都 是 爱 次 
章 次 函数 ， 另 一 方面 , 在 数学 分 析 中 已 经 证 明 , 零 次 齐 次 函数 
4 一 wm za …，zn) 满 足 关 系 式 (15)， 


习题 94 
1， 求 下 列 一 阶 齐 次 线性 偏激 分 方程 式 的 通 解 ; 
Dt 


Sd 
《的 《2 一 办 至 49 Ei 


8) (y+ E+ Cr 如 + D0 


(4) alb’+ 四 名 40(040) 吕 +e(br- 2) 0 
2， 求 解 下 莹 售 微分 方程 的 初 值 问题 : 
nO# DBz _ 
(1y 人 


Oy 
* 当 =1 虹 , 2=f (0); 


Ou Ou Ou 

ei 总 一 一 一 一 一 一 0 

Yi +( +t) By 十 (2 十 护 a = ， 
当 6=0 时 ，k 一 叹 、 


第 五 节 一 阶 所 线性 偏 微分 方程 式 
我 们 在 这 一 节 讨 论 下 面 形式 的 一 阶 售 微 分 方程 式 
DAiler oo 四 一 一 Be pv oo Wl) 


其 中 4， …， -4 吾 关 于 变 元 4,…, nsw 是 连续 可 签 的 . 
偏 微分 方程 式 (也 有 一 个 特点 , 即 它 关 于 未 知 函 数 入 的 各 个 一 
阶 偏 导 数 都 是 线性 的 (不 管 未 知 疯 数 )。 我 们 称 这 种 形式 的 
方程 式 (1) 为 一 阶 拟 线性 偏向 分 方程 式 。 为 了 使 读 省 便于 比 
较 ,我 们 顺便 写 测 一 阶 线性 偏 租 分 方程 式 的 一 般 形式 


二 
启 (es ns 于 


一 Bo 0 十 Di pp Wu, &) 
当然 ， 它 也 可 以 包括 在 方程 (1) 的 形式 之 内 特别 , 当 Bo 和 
有 Bi 都 恒 等 于 零 时 , 方程 式 (2) 就 是 我 们 在 上 一 节 讨论 过 的 那 
种 一 阶 线性 齐 次 偏 微分 方程 式 . 
为 了 简单 起 见 ,在 这 里 只 讨论 = 2 的 情形 ， 这 时 方程 式 
(TD) 也 可 写成 如 下 形式 
Po 9, ey Ro yD (8) 


其 中 函数 也, @, 总 都 是 连续 可 微 的 ,而且 设 PP 十 他 罗 0. 
我 们 把 偏 微 分 方程 式 (3) 的 解 :=* (w, ) (如果 有 的 话 ) 
写成 如 下 的 隐 式 
Vw, Y, $)=0, (4) 
则 由 隐 函 数 筷 导数 的 关系 式 ,有 
9 /NT B18 /Ty 
Do rz/ Os’' Oy oy/ 82z 


再 代入 方程 式 (8) ,就 推 得 


P(y, 9, Be +Q(, y, 2 


oy _ 
Oz 9, 


+ Rg, y, 4 
(5) 
注意 , 这 等 式 不 是 关于 必 y, z 的 恒等式 , 而 是 假定 了 (4) 是 偏 
微分 方程 式 (3) 的 隐 式 解 这 个 前 提 下 成 立 的 ， 因此 ,等 式 (可 
还 不 是 我 们 在 上 一 节 讨论 过 的 那 种 一 阶 线性 齐 次 偏 微分 方程 
式 . 
以 下 , 我们 重新 考察 等 式 (5), 姑且 把 zw, yz 着 作 独立 的 
自 变量 ,而 六 是 一 个 未 知 函 数 , 亦 即 把 方程 式 ( 国 看 作 一 个 一 
阶 线 性 齐 次 偏 微分 方程 式 。 问题 在 于 求解 方程 式 (5) 与 求解 
原来 的 方程 式 (3) 有 什么 关系 ? 
定理 设 已 知 一 阶 线性 齐 次 偏 微分 方程 式 (5) 的 通 解 为 
太一 大 [pz y, 2), V(r, y, 2)], 
其 中 glw, 角 分 = 呈 与 由 (eg 2) 一 0 人 
ar 
Pla yo i 
的 两 个 独立 的 第 一 积分 ，Viw, 4] 是 任意 连续 可 微 函 数 、 则 
偏 微分 方程 式 (3) 的 通 解 为 
V [glz, y, 2), pw, Y, 2)] =0. _(7) 
[证 明 】 这 里 须要 证 明 两 件 事 . 
1) 由 关系 式 (7) 确定 的 -zs(z, 共 ( 设 他-*0) 是 偏向 
分 方程 式 (3) 的 解 
2) 偏 微 分 方程 式 (3) 的 任何 一 个 解 + 一 f(z, 妇 ) 都 可 以 表 
成 (7) 的 形式 , 即 存在 某 个 函数 Fo, 使 得 
Vofp a, y, fC%, 办)， br, y, Fir, Y=0. 
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这 就 是 说 , 函数 
Bly, y) = pr, y, fs, Y)), 
Ws, Y= (ze, y, Fl, W)) 
是 相关 的 . 
首先 证 明 蕊 : 因为 出 《7 确定 的 :=2z(2,， 幼 满 足 
ez_ 9 /9 2 _o /oy 
2z or/ 0 oy Oy / O02 


而 且 V 满足 (5), 所 以 只 要 用 一 -5 除 方程 (5), 就 推出 等 式 


Po y, ze W)) P+ sbv, D)) 
=R(x, y, (x, Y)) 
成 立 ， 即 :一 sz, 9) 是 仿 微 分 方程 式 (3) 的 一 个 解 . 
其次 证 明 2)， 因 为 2=f(z, 幼 是 方程 式 (3) 的 解 , 而 且 


和 5 3p 0p 8 85_i ,09 
Be Br 2 05’ BW By bs Oy’ 


守 =- 训 + 处 训 ， 旨 _ 闻 并 
Dz dz rz’ dy oy bz Oy' 


所 以 当 z==f(%， 时 ， 有 


ep Op of 
P35 千 t0 甸 -了 狗 78 如 +(P 茧 问 +8 前) 用 


(注意 ， 最 后 的 等 号 是 由 于 p(w, Y, 2) = -% 为 上 面 特征 方程 
(6) 的 一 个 第 一 积分 . ) 同 理 ， PT .名 we 这 样 , 我 
们 证 明了 , 当 z=f(x, Y) 时 ,就 有 


BD 


| Wa 0, 

Fad + +Q Ea 

由 于 产 十 红头 册 所 以 由 (8) 推 出 雅 可 比 行 列 式 
DS, P) -0 
Dls%, y) 

因此 ,函数 贞 与 罗 是 相关 的 .定理 证 完 . 了 


0， 


(8) 


这 个 定理 提供 了 一 个 求解 一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 式 (3) 


的 方法 . 
【例题 1] 求解 


我 们 先 解 特征 方程 


Vs VY Ve 
它 有 两 个 独立 的 第 -积分 
Vz 一 wy= G1 VY— A 
因此 , 利用 上 面 的 定理 , 我 们 得 到 所 求 的 通 解 为 
g(Vz 一 V 2)=0， 
其 中 要 (6 ' 仍 是 任意 的 连续 可 微 函 数 , 且 迷人 0 
由 (9) 解 出 加 
人 i 
即 得 方程 (3) 的 显 式 的 通 解 加 
:TV 可 -9CVE My) 
【例题 2】 求解 初 值 问题 


(9) 
因此 ,可 


(10) 


(11) 


V2 V9 另 ~ VY La 
| [人 Hg= logz. 
我 们 可 以 利用 通 解 (UD, 令 g=0, 则 有 
[9g(w 7 )]’= 10g%, 
或 p (YT) 一 -NIGE# [这 里 只 取 负 号 的 原因 可 从 (10) 看 出 ， 
事实 上 , 在 (10) 中 分 y=0, 可 知 pLY 3) 是 负 的 ], 因 而 
p(6) - — Miog®. 
凡 此 得 到 启 求 初 值 问题 的 解 为 
zs=[V YY log( Vs Vy,. 
我 们 注意 到 ,如 果 把 例题 1 的 道 解 写成 
夯 (Vz -ww 一 WwW2)= 山 
那么 就 得 不 到 (二 )、 这 样 , 在 例题 2 的 求解 中 就 会 发 生 困 难 . 
这 就 是 说 ,在 上 面 采用 的 初 值 问 题 的 解法 是 带 有 特殊 性 的 ,在 
下 一 节 ， 我 们 要 寻求 一 个 解决 一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 式 的 初 
值 问题 的 一 般 法 则 . 


习 类 9.5 
1。 证明 一 阶 偏 微 分 方程 式 
Ds Os 4. Od 
Mp Be in Cm 是 整数 ) 


的 解 2=stp1 Do 4) 是 和 次 齐 次 通 数 ， 
23、 求 下 列 方程 式 的 通 解 : 


(DD) (yat Rt (s+u +e) 人 十 (ue) T+ yt 


Ou Ou 以 ; 
(2) a Cb, 0 是 常数 ) 


(3) (oz 一 92) + C2yt ny) Se =02(0 8), 


[这 二 ry 茵 = mf (8 是 正 荡 数 》 
当 4$=1 中 i 


第 六 节 特征 线 方法 
设 一 阶 所 线性 偏 微分 方程 式 
卫 (2， dy 2 -52 十 人 (dt 4 2) Re, y, 2), {1) 
其 中 卫 , @, 如 都 是 在 区 域 上 的 连续 可 微 函数 ， 且 P? 十 @ 
*0, Ne 
这 一 节 的 主要 内 容 是 对 偏 微分 方程 式 (1) 的 解 作 几何 解 
释 , 从 而 对 它 的 初 值 问题 引出 特征 线 解 法 . 
ly 
_ CU az es | pe 
WW ER: (2) 
在 偏 微 分 方程 (1) 的 定义 区 域 儿 内 每 一 已 避 (w, y, *) 上 作 
一 问 量 
Vy ~— (P(g, yy, 2)， Qtw Y, 2), Rlw, y, 2))， 
这 样 , 就 在 区 域 必 上 建立 了 一 个 向 量 场 ， 显 然 ; 若 特征 方程 
(2) 的 积分 曲线 荆 经 过 六 点 ， 则 gy 是 工 在 于 点 的 一 个 切 
癌 量 ， 以 后 ， 我 们 称 特征 方程 (2) 的 积分 曲线 为 特 在 由 线 ,而 
， 称 Vy 为 特征 向 量 . 
给 定 偏 微 分 方程 式 (]D) 的 任何 一 个 解 2=z(z, 肋 ， 它 的 凡 
何 疼 形 是 一 个 申 带 5, 我 们 称 5 为 积分 曲面 ， 设 在 积分 册 面 
SS 上 任 取 -- 点 型 , 划 避 在 用 点 的 法 向 量 为 
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由 方程 式 (1) 推出 ,vx 与 nw 的 数量 积 等 于 零 , 即 它们 是 
瑟 相 垂直 的 .出 此 可 见 , 在 半点 的 特征 向 量 px 只 能 与 积分 
由 面 在 了 点 相 切 。 亦 即 过 基点 的 竺 征 向 线 卫 只 能 与 
相 切 , 而 不 能 横 截 . 

以 下 ， 我 们 来 说 明 积 分 
面 5 是 由 特征 曲线 构成 的 , 参 
看 图 9-1， 这 须要 说 明 下 面 三 
件 事 ， 

1) 通过 B 上 的 任何 一 点 
ML 恰 有 一 条 特征 曲线 工 ， 

这 个 结论 可 从 常 微分 方程  。 图 9 
组 (2) 关 于 初 值 问题 解 的 存在 和 唯一 性 定理 推 得 . 

2) 在 S 上 任 取 一 点 Mo， 设 Lo 是 通过 点 Mo 的 那 条 特 
征 曲线 , 则 I 一 定 完全 举 莫 在 上. 

事实 上 , 设 特征 方程 (3) 的 两 个 独立 的 第 一 积分 为 

Ra Y, 2) =01 Ylw, 网 区 =o 

它们 确定 (多 的 积分 曲线 ， 因 此 ,特征 曲线 T。 应 该 满足 ， 
2(2， 2 2) = 01, 由 (xX， YY, 2) = 二 03， Mo(lwo, os “0)s (8) 


其 中 
of= (zo, Yo, 20), C= (to, to, %), 

而 县 根据 上 节 揭 定理 ，& 可 以 表达 成 下 列 陷 式 ， 
~ Vily(z, y, 2), VCo y, *)] =0., 

内 为 型。 在 8 上 ,所 以 
Vasfp (so, yo: zo), Wzo, Yo, #0)] =0, 

即 六 [ci， 提 一 0。 因此 ,由 (3) 推 出 ,在 特征 曲线 Ze 上 ， 硒 

— 297 iit 


Lyle, 由， 2)， br, Y, 1 下 一 0. 这 如 是 说 ， io 完全 华沙 在 
SL 上 . 

8) 由 特征 曲线 构成 的 光滑 晶 面 及: :一 f(z 明 是 方程 式 
(也 的 积分 曲面 . 


事实 让 ,曲面 丈 在 点 弄 (2 9y, 纹 的 法 向量 为 
2 of 
( 吉 By 和 
它 必 与 特征 向 攻 


Dy ~ (Pt%, y, 2, QC, 4， 2), Rr, 人 对， 2)) 
垂直 , 从 而 


在 下 点 成 立 ， 由 于 下 是 虹 而 五 上 的 任意 一 点 ， 因 此 ， 
二 了 (%, 引 ) 是 方程 式 (1) 的 一 个 解 , 亦 即 环 是 一 个 积分 曲面 ， 
利用 上 述 刀 何 说 明 , 我 们 来 求解 初 值 问 题 
Ce + By) PO); 
2 |s-0, =—h(Y) (C89) 是 给 定 的 连续 可 微 函 数 ). 
通常 , 也 叫 初 值 问题 为 柯 西 间 题 ， 这 个 梧 西 问题 表示 偏 微分 
方程 的 瑟 个 积分 曲面 8:: < 一 :(z, 四 经 过 一 条 给 定 的 空间 项 
线 YY; z=z0, 2 一 (9), 
因为 我 们 已 经 从 上 面 得 知 : 积分 曲面 S 应 由 特征 曲线 族 
gw, Y, =0, P(r, Yy, 2)=—6s (4) 
中 的 某 些 特征 曲线 构成 ， 问 题 是 要 确定 名 些 特征 曲线 构成 这 
个 积分 曲面 ? 这 相当 于 要 对 (由 中 的 参数 ci. o 之 间 确 定 一 
个 关系 式 Uo(et, oa) = 0， 在 玫 何 上 容易 看 出 ， 积 分 由 曾 尽 是 
出 串 连 7 上 的 所 有 特征 曲线 构成 的 (参看 图 9-2),， 
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因为 ?在 点 是 (so y, 站 幼 ) 的 切 向 基 为 
vu=(0, 1, W'(y)); 
而 通过 2 点 的 特征 曲线 

在 丰 点 的 切 向 量 为 
vu= (P, Q, R). 
出 于 设 卫 基 0, 所 以 2x 与 zx 
不 能 共 线 , 即 特征 曲线 工 不 
能 与 初始 电线 7 相 切 , 而 只 AAA 
能 横 截 .因此 ,当政 点 在 7 本 
上 扫 过 一 遍 时 ,相应 的 那些 特征 曲线 将 组 成 一 个 积分 曲面 &， 
(注意 , 当 7 与 工 相 切 , 特别 当 7 与 工 重合 时 , 就 不 一 定 能 得 
到 这 样 的 积分 曲面 8. ) 
设 特 征 曲线 卫 与 初始 曲线 相交 于 点 入 (ao,9, (9))， 
则 工 应 该 洪 足 (44, 其 中 3 
0 一 gg(oo 2 h(Y)), 0 一 出 (ro y, RV). ( 间 
由 (5) 消 去 y， 设 能 得 到 Uotoy, 02) =0. 这 就 是 在 (多 中 所 有 
构成 积分 曲面 5 的 那些 特征 曲线 须要 满足 的 条 件 ， 因 此 , 积 
分 曲面 8 由 隐 式 
Uo(pl%, y, 2), ble, y, 2)) =0 
给 出 ， 上 面 所 讲 的 解法 就 是 通常 所 说 特征 线 法 ,， 
【例题 1】 求解 柯 西 问题 
2 


[和 1 
当 w=1 时 ， ?= . 
相应 特征 方程 - 


的 两 个 独立 的 第 一 积分 为 I 
vs—_M?=0, MYy—VY=0, 
由 初始 条 件 得 
=1—y, 0= AM —Y. 
由 此 消去 妨 得 到 参数 ol, cs 之 间 的 一 个 关系 式 
C3= M1—es +o0—1., 
因此 ,所 求 的 积分 曲面 为 
VYy—Vz~Vi—Vo+V2+Vo -VY -1. 


或 

es={(Vy—~Vs+l)?+ Vs —1]. 
在 上 述 特征 线 法 中 , 我 们 要 求 了 天 0( 当 z=wmw 时 ) 来 保证 
特征 曲线 不 与 初始 曲线 Y 相 切 . 否则 , 所 述 柯 西 问题 可 能 无 

解 ,或 有 解 而 不 唯一 ， 请 看 下 面 两 个 简单 的 例子 ， 
【例题 2]】 求解 
0 | 
”注意 , 这 里 相应 的 P=0， 直 接 由 所 给 的 偏 微分 方程 推出 


部 @2* 0 
从 而 推出 所 求 的 通 解 为 
2 一 四 (2]ey 
其 中 C(e) 是 一 个 任意 的 连续 可 向 函数， 由 初始 条 件 得 
Ol(0)e=y, 
这 个 对 9 的 恒等式 是 不 能 成 立 的 。 因此 , 这 时 的 柯 西 问题 无 
解 
[例题 3] 求解 


一 I00— 


Oz 2 
入 -5 当 wm=0 时 ，s= 


与 上 例 相同 , 推 得 通 解 为 
z=0(2)0, 

再 由 初始 条 件 得 到 

CU0)67 一 6 
从 而 OC0) =1， 所 以 只 要 取 满 足 C(0) = 并 的 任何 连续 可 微 
的 函数 C(x), :=C(z)6' 都 是 柯 西 问题 的 解 . 例如 ，2 一 风 
ze66 和 2 一 0082*6! 都 是 这 样 的 解 。 这 就 是 说 ,所 述 柯 西 问 
题 的 解 是 不 唯一 的 (注意 ,这 里 也 是 卫 =0)， 


习 题 9.6 
用 特征 线 法 求解 下 列 柯 西 问题 ， 

本 | 了 一 D+ 
当 y=0 时 ，z==24. 


i 习 开 一 yy te) 一 人 


oy 
当 z 二 1 时 , a= =VYy, 


[入 乱 +(re-1z) 玉 WW- mr 
当 z=y 时 , 2= 护 ”9 % 是 常数 )， 
4 证 明 偏 微分 方程 玫 + 到 一 0 的 特征 曲线 都 是 平 耐 曲线。 


第 九 章 小 结 


这 一 章 的 内 容 有 两 部 分 : 
第 一 部 分 是 关于 常 微 分 方程 组 的 第 一 积分 .在 一 定 的 意 
义 上 来 讲 ， es 容 是 初等 积分 法 的 理论 概括 , 也 是 常 微分 
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方程 组 本 身 的 基本 理论 。 它 有 助 于 我 们 对 通 解 、 第 一 积分 和 
独立 的 任意 常数 等 周 念 有 进一步 的 认识 ， 这 部 分 内 容 对 数学 
分 析 的 要 求 较 多 , 读者 如 果 时 间 不 多 , 在 重点 掌握 第 一 节 的 一 
些 例 题 之 后 , 只 要 看 一 看 在 第 二 和 第 三 节 中 几 个 定理 的 狂 述 ， 
它们 的 结论 是 很 容易 理解 的 ， 

第 二 部 分 基 一 阶 偏 微 分 方程 式 与 上 述 第 一 积分 有 关 的 一 
些 和 解法。 在 第 四 节 中 讲 了 一 阶 线 性 齐 次 偏 微 分 方程 式 的 解 
法 ， 它 实际 上 归结 到 求解 一 个 常 微 分 方程 组 ( 即 特 征 方程 ) 
的 n 个 独立 的 第 一 积分 ; 在 第 五 节 中 讲 了 一 阶 拟 线性 偏 微分 
方程 式 ~ 


Oz% Oz el 


的 解法 , 主要 问题 也 归结 到 求解 特征 方程 


的 两 个 独立 的 第 一 积分 ; 在 第 六 节 中 ， 对 上 面 的 一 阶 拟 线 考 候 
微分 方程 式 的 解 作 了 几何 上 的 说 明 ， 搞 清楚 了 它 的 积分 曲面 
大 由 特征 昨 线 ( 即 特 征 方程 的 积分 曲线 ) 构 成 的 . 因此 ， 推导 
出 一 种 求解 柯 西 问题 的 特征 线 法 ， 


第 一 章 
习 题 1.1 
3， 最 大 高 度 之 31.89( 米 ); 落地 时 间 守 5.10( 秘 ). 


4. 前 上 ; 

Bt 因为 在 图 1~2 的 (c) 中 ,重力 已 与 3 的 一 部 分 恢复 力 平衡 了 . 

如 ”运动 方程 为 YX= 一 加 7 一 bx; 初始 条 件 为 民 O0 一 吉 £0) = tw. 
习 题 1% 

8$， 在 第 4 行 中 人 # 一 人 鲍 外 ; 在 第 5 行 中 和 六 工 例外 。 


第 二 章 
习 题 3'1 


i. (D) W200 (yO0); 
(8) 22—21og|1+2| =C (+z 二 0, y 丰 0); 


(8) 二 +oosz=0, 特 解 y 一 0 
(4) arctgy~2 一 放 一 0 


(5) 2 这 2 中 一 2 一 sin2z=O 特 解 y= 


(6) arosing 一 loglzl=0 (zt0 1y|<]), 特 解 9 一 土台 
(PD -etter = (y+ 人 0. 
2, 1) 2sin37y 一 3cos2z 一 8 (9) 345 一 1)6 直 久 十 1 一 0 . 


(8) r=20, | (0 y+ gt 
(5》 v7 + L403, 
S08 PN 


人 . yy z= 寺 5lo DHVE a b2 -of 
‘ar VPP Vb yr i 
习 题 3-2 
ChecY 1 1 ~ 2¢, = 1 ~ 
. (1) y=ce “+ 可 < 可 +e ; (2) Y=00r+ 3 er; 


ep A 
(3) y=(c—2x0c0sw++2gnr)cosx ( < 
(4) y=[c+ tz— De (>0)., 
. (1) y=3e+2(%—TD)e 【一 ce<E<oo)i 
C9 
人) ye Td (see) 
(3) y= 271—n) /sain (0<z<m)i; 
{4) Re (zr>0), 
i Sg ee 
{1) y+ 广 ， 对 切口 limiy| Ek 
(2) y= 中 cp， 对 一 切 c， limy 一 0; 
a0 


a 
《3) wy 一 cz 十 2x2， 对 一 - 切 ec limy=0 (但 limy"=o); 


| > 1 当 c=0 时， 
生 ) y= = 
(4) y= 0sinys)/z, liny to 当 e0 时 
d* (1) f=c0 02 (2) r=cer —y~1. 
“ 所 求 的 周期 解 为 
开 [De Ry 3 
x0) 一 zo 了 |， f(s)e -0ds， 证 明 从 赂 
习 题 8.3 
《TD y=cr+rlogl|zl; (3) y~—2—=0(2+)Y 
(3) zy +2ry=0. 
明 
修了 + 
人 3 8 
A 
dr 
Ce 了 (e 5 XY 十 


.一 SO4 一 


a 


3, 4 一 [at fa — HCL) ef nee) de dp40 De 
a -Wi pr 0 a 
6, (1) +otg 二 二 二 一 0 re 


(3) a cd) V 5 (2 3 一 


Vp 四 2 四 1 ]. , 
(5) 当 o0 了 村, 则 =ce 一 人 


当 a 一 0 时 ,太一 瑟 cTD2C 


2 
《6) Sin y 一 | 1 .Ope eartcer| i 
D yet Uy ttl’ 


Su 0 1)2 3 .rr it 一 1)2 _ 1, 
人 2 可 -2 了 有 


(9) (tg pes :of -als | 
8，(1) 涩 0 时 , 令 2 二 qr by -oy 

(2) 令 £=z+h =y 二 及 选取 常数 和 名 使 新 方程 为 并 次 方程， 
?7. ?一 e609 {或 +=ce™), 
一 全 


B* ye) 一 PE 全 (一 a 


， 习 题 ,4 | | 
1. +3ri -0. 2， 丰 是 恰当 方程 ， 
3。az?+2bay 二 c 洲 一 任意 常数 )， 4， 不 是 恰当 方程 。 

b, ztay T2000, ee 和， 二 22 一 CO 

Y, esiny 72 cosr=0, 四 8. 坟 是 和 丛 当 方程 ， 

9$. ylogrt ay =. 10. #22+¥ =0. 


习 . 题 2.5 
i. (1) ew, Cea Te 0. 
(BD) =0°, Y=06" -1+ 


(3) -=y, TH AY CO Sy 
《由 pp roe/ log ly| = > 


(5) p=sing, gsingytt = (0b) Ly, My, 


习 题 2.6 
1. (1) #0y; (2》 ye Cs 
(3) to—20y=0 (0>0; (DD) £7+ logr =0O. . 
8. (DD) y—Bw=0, (0) 0, 


8B. w=V 25 五。 


第 四 章 


习 题 双开 
1,， (1 by=4cos (V3z+90) (4, 8 是 任意 党 数 ); 
(2) 多 一 cl6” iw oe Ve, (3) = 一 = 一 十 
2 ， 工 
V ea-z 十 寺中 
(4) 8 一 Cos 有 Z 十 ed) Tes; (5) log y=~c1r cre, 


(6) w= —sinp) te, y=24+c(1—005p); 


(7) y=0rre ™ 
习题 42 
2， | 提示， 汉 y 一 we2z 代入 方程 ,然后 令 的 系数 等 于 鹤 , 从 而 确定 
A 
8. 【提示 用 "和 柔 齐 次 方程 (10).] 


习 题 4'3 
9. qo)= 一半 y=00 08 *, 
习 题 4.4 


5 +5 3 VB 
41. (1) ye ti) oa "， 


< VB V3 
《3) Yt [ais 0 THOLSNT a }: 
EE -vA 


(3) 当 IAi>2 了 时 ， Yi 3 OB 的 ; 


ys 
当 | 入 |=2 时 ， y=0* (ert ere); 


A VA “VAM 
当 Al <2 时 ,y=8 ? (cleos ztosin 了 


(4) 当 g>0 时 ,Y= 08V QT 二 GaSin i 
当 上 = 时 划一 Ce 2 机 
de 


(BY y=01009 .T+ 0 Mn 人 r+; 


Ne 
(0) yi -eees -st+ie Ts 
7) Yo Cw COsTF sinz, 
2 一 已 《2 一 二 2, 3， 0 。 
习 题 45 
. i 
3». ye ecsattossinat+ | EYsinadt 


1 
8. (1) y= Ca ee 


1 
(29) y=010%-H cee 
?了 了 
(3) yn e2; 
| j i 
(4) ee + 和 wo 一 二 in 27— sD 
(5) y= 0 Coa d+ cagin ot Ho( i i ex 二 而? 
和 i Eh 、 9 3 


3 /3 1 1. 
{6) y=e” i O01 CO8 in) 计价 S22 


3 
+ 56 O82%; 


Re 


1 2 
(7) = 十 cse 十 再 | Te2e 1 He 


-307 一 


i. (1) R=1; (2) R=2; (3) R=o0; 

1 

(4) A=; 

yy CC—1)"r"t+l a -gn Eo 

kD p> (2 二 11 > 并 一 (2) i = 

(3) 1+ (2—1), R=~% | 
(4) 1—2(Ca4D +{r+1)’, R=o; 


(5) De R=1: 《6) (Dr, Rl 
(7) Zz, R=1; | (8) D-DDe—2), R=1, 


8 Y= 3 (W411 Y= 3 G2) nt 1) osern, 


习 题 久 .% 
1. () =/ n+) n+ DD), 
(TZ) 二 1 十 二 一 条 + 首 + C08hz, . 
yal7) = 4 2 


(2) hr/ Cn- 2 
Brn 1 2n+1 
1 (2) 一 2 » pl 好) 二 局 Bn Dr ; 
(3) CL FT Any 
tC0) 一 1 本 (ez 1)? + 一 1 + te 
的 (可 一 (2 一 了 十 末了 二 末代 一 D8 直 二 (一 Dr 
a 


(4) (4+2) nt 1 aa~=nnt 1 一声，(1 之 1); -3 


= _1 > 1 一 1 一 + 


I 
ya 2) = 7 1 


2. 0) #0)=—1, yO 0, yH0) =S 


ee 


8 
人 YC0) =0, 90) 一 一 2 HO =—2 
py Re 3— 1 i 
玉 一 六 可 上 1 1 六 


(3) y' (1) =0, 4 人) = 一 6 =42, 
gg 一 2 一作 一 D3 十 卫 (z 一 1 二， 


0 
人 


YC) = 光一 le 二. 


正则 奇 点 
(9) 正则 厅 吕 | 党 点 
(8) 正则 奇 点。 | 非 正 则 育 点 

人 正则 奇 点 “| 间 正 则 奇 点 
正则 再 点 | 常 点 


正则 奇 点 
正则 奇 点 
正则 奇 点 


__ (一 Lynzam 
部 | «1+ 2 3 po PC | 


| (~—1)"wn 
w= 7 | 


(2) y= va) Y= 2); 
《3) 只 有 一 个 族 i 六 To 


(人 只 有 一 个 广义 守 级 数 解 扫 一 1 辣 熙 5 


rr Ne HY TY a a 


二 wu 


习 题 56 


:7 (2 2. 2 8)] 
eV 下 [cs 全 ro 人吉 | 
第 六 章 
习 是 6.1 
，{1) 收敛 ; (8) 收敛; (3) 发 散 , 
I a , 
DH G>0; C2) a C3> fal); 
(3) rs G> 9) 人 Hr ~; 
3 2 ss 
8) 7 
四“ 一 十 3f。 J > 2 一 让 护 一 
. (1) 3e-: 一 29 ss (2) 5° te (3) mT 工 


, lim FCs)=0, 
[2 


习 题 6.2 


“DD yt ); (0) ya es 


(8) y= Lo)coswt+ cos2t] 


(全 y 一 言 (c- 一 eeos t+ 7?e!sint). 


n! . 6s7—2 全 

3. (LD am (s>0); (2) TI 8) EE 

(liye i 
4. CD y= (pe 人 v=(t 8 二 末世 je 

(3) y= 二 tint+cos 2 a 
习题 68. 

2 一 各 —ns x 

4，(GD 2 (2) Lt); 


一 和 10 


(3) 3 -86 a... {1 二 $533]， 


2 人) 1362t， 二 wt) [et 6- 22 
(8Y dalt)er ?costt 2); (4) ust)sinh 2(t—2), 
g§, 01) y=l1— costt+sini—ur (ti) [i — Rain 
上 
(34) 3 一 上 :Sint ~- 否 几 (tL1-e sooat 汪 et end 


一 二 Det 2 eost— 0 in}; 
Ew 


(3) y=#t1 —ur (tn nN), 


习 题 6 和 
1. (1) y=0 co0stte sint— u(t)e maint, 
(2) y=2te- + wa HL et me] 
(3) y=[1 tt) Jeint. 多 . (3) y=e :gint, 


第 七 章 


习 题 ?2 


4. (1) ho=0, Mn, Chm)? 人 的 三 下 2, 0) 
加 = 二 th= eonNmr) n=1, 2,..), 


(2) "= ||, ysin Es n=l, 2, .0), 


习 题 了 .3 
4，() 特定 值 和 (> 中 是 方程 V 和 = 一 tgCV Xe) 的 正 根 ; 特征 函数 
为 =8in VM, . 
(3) 特征 值 (>0) 是 方程 (XA 一 1) sin VN 一 2VAcos MA=0 的 
正 根 ; 特征 函数 为 一 finVNz+ Vcos Vhs7. 


4 
2* Ca) t=sinhr, sin(A) .sinh(AD) =0， 因此 =( 符 ), 


os mg nt 4 


i, 


(Db) y= _ SinA TSinhai Sian! -sinh 和 oz， 


sinh Mt 
SinAl*cosh NM —ceos sinh M2 =0., 
《c) = [sinA,r—sinh A,w) (Coos Ml cosh Mt) 
+(sinA,l+sinh A7}H(oosh nm 一 Cos2n2)]A(eosX 7 二 ooSPA 和 3 
了 十 cosh 7 .os A=0, 


第 八 章 
习 题 8.1 
令 z=y, 则 
1 2 = — Ty PR Y); 
ym) a, sm) =b., 


s" 24=6% a0) =0, (0) =0, 或 者 久 一 320 YC0)=0, 
YC) =1,. 


习题 '8.% 


. (1) x1=01 ?+e t=— 0 + 


1 『 
(8) 对 一 Clt84 -Fie 二 宇多 如， 6 Be — e's 


D1 一 — 2.008t— 和 gi tsin2: 于 cos 2t —5¢, 
(8) | 3 3 3 3 


Ty -于 sint+ 部 sin 2 -28-| .二 

{4) gm1=0%8!, Wo = 一 V3 oe 十 C3pf， Wa = 2 AD enet 
T=drre ?r+ 3cse 

(5) ¢ vi= — Bore Ht— deze” !+ rye, 


Ta ~— T0160 I ~ Bese tt — C362 Be 


，(1) 无 解 ; (3) 与 (的 任 ; 意 ， 0 和 = 地 er" ~0¥) —att). 


习 题 8.4 


CD e+, ta + 


一 全 12 一 


{9) t=0i Ce, tac 二 Bean 7 
(8) 人 cosm+ Sc SIT 
一 cler(26oSX 十 Snz) 十 coe- 民 一 082 十 2 Hin); 

(4) 由 

‘y=c1e*(C0s t+ 人 On 7) 十 eaeaK — CoB-+ BIN 7); 
仍 一 2ctee 十 Caf25 十 1)2， 
ya=C10° 十 Ce 
Yi 一 和 4c16“ 尖 十 3c2e-”， 
(6) 49s 一 一 5cle- 知 一 36 + CGBb22， 


5) | 


y= Tc16 20 — C3; 
二 C16" 十 (26 于 十 C96 
(7) d ya — doe" — 0 二 20 
Ys= 一 Cl? 一 C4 ”十 Ce; 
中 一 一 3cie 十 cse3z， 
(8) | 的 = 4cle-9 十 ca62 十 Ca82 
ya 2o1 <— ca +oa z+1)e 
纺 二 042 二 C26 ， 
[oe +ese “; 
Ya CE — C6 ~— C6, 
2. (1) t= er, Y2= 401 十 20277 
| 本， log 2) + crain CV 3 log 2), 


pe Se 
C2) Y= Fore 1 sinC 2 log £2) — MV Beor 1cos( VY 2 log et), 
习 题 8*5 
Ee 
Vic CE he Re 


i. {1) | 


Ye = C187 十 3oxre 二 总 ze 一 子 e+20—1; 


i 5c1—tins)ooss+ 5(ca—Iog je 各 | 2 zjsin 7 
2| 人 
Y= (C1~ Hinzr) (3cosz 二 Sn3) 十 (e 一 log | 到] OS z) 
x《 一 co08Z 十 36nY)3 


一 3 一 


级 二 = 二 e+ 喜 ee + Qtes, 
(33 | 


Ll a 
tj 一 5 ote 十 Ca 


a , 于 
钴 一 Ci8r7 0 一 
2. (1) oh 
$= 2010™ — Boye™? — Dor, 


执 二 Bercosw 十 Besgin zw 十 本 sin2z+ 号 cosaz-5z， 
四 | 
Ya=0(2 CogrTsing)+es( 一 cosT 十 38in 几 ) tein 22— 22+1, 
< 1 二 工 ww 
革 ， {了 3 旭 一 Be Te 了 ye Te 
一 eo Ler} Qer, 
A | 6 3 
为 一 二 rt Es + Der, 


9) 办 一 言 一 2 十 且 oo=1 -人 


第 九 章 
习 题 9.1 
op (5— (s+Y+7) = 


pb- 也-=o 入 十 妨 十 52 二 cy 


B. xy—or, (w+) (vtyt+s) =0s, | 
4. w=log(ct+c), y=log(ottcs) + 08—o09, 2= (0 FT)t toes, 


习 题 9.4 


1., 《1 sD (y+ (2) z= $y 2 过 让 


(8 s= =0 (2 > Ci D'stg+ oe)) 


314— 


be 
(4) h= {br +o, 3 


of | 


7 一 村 一 次 


可 题 8.5 


《DD [一 人 6 本 一 纹 6 人 一 塌 引 二 0 其 中 TREE 


(2) Ws 二 vbat cy) Hho(y bm, FD) 
oo w 多 i 
(8) ‘(+ 太 ) 8. I ri 


习题 9.6 


A 二 
。 se 2. z=V zy, 


Cm) VV IT tl nVIT Tl1) 


一 玉 十 980 十 202 
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